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Einleitung

Zu vielen stetigen, linearen Operatoren T : L,(p) — L,(v) gibt es zu
festem 1 < r < oo positive, nichttriviale Gewichte u,w > 0, so daf§ T" der
gewichteten Normungleichung

/ T udr < / iy (1)
Q O

geniigt. Ungleichungen dieses Typs fiir spezielle Operatoren werden bei-
spielsweise in Gebieten der harmonischen Analysis, wie der A,-Theorie,
untersucht. Im allgemeinen ist es jedoch recht aufwendig, interessante ge-
wichtete Normungleichungen fiir beliebige Operatoren zu beweisen. Ande-
rerseits erfiillen Operatoren T": L, (1) — L,(v) héufig auch die vektorwer-
tige Ungleichung

(S ITHNY 2)

=1

< c

(3 £l

p q

So haben zum Beispiel Marcinkiewicz und Zygmund gezeigt, dal fiir
1 <p,q <oound r =2 jeder stetige, lineare Operator T": L,(1) — L,(v)
der Ungleichung (2) geniigt.

Ein Ziel dieser Arbeit ist es zu zeigen, daf§ gewichtete und vektorwerti-
ge Ungleichungen in engem Zusammenhang stehen. Zentral wird dabei
ein Satz des vierten Kapitels sein, demzufolge ein Operator 7' die Un-
gleichung (2) genau dann einhélt, wenn er bestimmte Ungleichungen der
Form (1) erfiillt. Sétze, wie der eben erwihnte von Marcinkiewicz und
Zygmund, erlauben es somit, ,,automatisch® auf Ungleichungen des Typ
(1) zu schliefen. Auf diese Weise gewonnene, gewichtete Ungleichungen
konnen dann fiir Anwendungen genutzt werden, wie im fiinften Kapitel zu
sehen sein wird.

Die Idee, von vektorwertigen Eigenschaften eines Operators auf gewichtete
Stetigkeiten zu schliefen, geht auf Stein und Nikishin zuriick. Sie zeigten,
daf ein im Ma8B stetiger Operator T': L,(u) — L,(v) beziiglich eines zu
v aquivalenten MaBes wdyv vom schwachen Typ (p,q) fiir ¢ := min{2, p}
und 1 < p < oo ist. Der Beweis gliedert sich in zwei getrennte Schritte. Im
ersten werden die Operatoren, fiir die die Aussage gilt, anhand von vek-
torwertigen Abschétzungen charakterisiert. Im zweiten Schritt wird dann
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ausgenutzt, dafi L,(p) vom Typ ¢ ist, um zu zeigen, dafl jeder Operator die
zuvor erarbeiteten, vektorwertigen Abschéitzungen erfiillt. Eine ausfiihrli-
chere Darstellung findet sich im zweiten Kapitel. Zuvor werden in einem
einleitenden Kapitel Bezeichnugen und Réume sowie Eigenschaften von
sublinearen Operatoren und Multiplikationsoperatoren zur Verfiigung ge-
stellt.

Ab dem dritten Kapitel wird dann das eingangs beschriebene Konzept
in allgemeiner Form fiir Operatoren T : L,(u, E) — L,(v, F') behan-
delt: Zunéchst werden im dritten Kapitel vektorwertige Ungleichungen der
Form (2) untersucht. Neben einer Verallgemeinerung des erwéhnten Er-
gebnisses von Marcinkiewicz und Zymund fiir Operatoren 7" : L (i, E) —
L, (v, F') werden auch im Fall r # 2 Verteilungen von p und ¢ sowie Klas-
sen von Banachrdumen E und F' vorgestellt, fiir die jeder Operator die
Ungleichung (2) erfiillt.

Im vierten Kapitel wird dann gezeigt, wie von diesen vektorwertigen Un-
gleichungen auf gewichtete Normungleichungen geschlossen werden kann.
Grundlegend werden hierbei eine vom Faktorisierungssatz von Maurey-
Rosenthal bekannte Beweistechnik sowie Uberlegungen von Garcia-Cuerva
und Rubio de Francia sein. Das fiinfte und letzte Kapitel préisentiert dann
Anwendungen der zuvor bewiesenen Sétze. So wird ein Satz iiber die Zer-
legung unbedingt summierbarer Folgen in L;([0, 1]) aufgegriffen, neu be-
wiesen und verallgemeinert. Zudem wird eine gewichtete Normungleichung
der Fouriertransformation gezeigt und die Fortsetzbarkeit translationsin-
variater Operatoren untersucht.

Die in dem dritten, vierten und fiinften Kapitel bewiesenen Resultate ent-
standen in Zusammenarbeit mit Prof. Dr. Andreas Defant. Sie stellen viel-
fach eine Verallgemeinerung schon langer bekannter Ergebnisse dar, auf
die im letzten Abschitt , Bemerkungen und Ausblicke” eines jeden Kapitels
hingewiesen wird.

Zum Schlul méchte ich mich noch bei Dipl. Math. Henning Blohm fiir
seine ziigige Korrektur, bei Stefan Griep fiir die langen und ergiebigen
Gespriche und bei Wiebke Steinwart fiir die mentale und héusliche Un-
terstiitzung besonders in den letzten, hektischen Wochen bedanken.
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Kapitel 1

Bezeichnungen und
Definitionen

In diesem Kapitel werden grundlegende Definitionen und Aussagen zusammengestellt,
die in dieser Arbeit an vielen Stellen benétigt werden.

Im ersten Abschnitt werden dazu notwendige Bezeichnungen vorgestellt. Der zweite
Abschnitt beschéftigt sich dann mit einigen Rdumen meflbarer Funktionen, inbeson-
dere werden einige Lorentzridume und die Rdume der p—Bochner-integrierbaren Funk-
tionen présentiert. Im dritten Abschnitt werden Eigenschaften sublinearer Operatoren
vorgestellt. Neben dem vierten Abschnitt, in dem n#&her auf Multiplikationsoperato-
ren eingegangen wird, ist dabei der dritte der wichtigste Abschnitt dieses Kapitels. Im
letzten Abschnitt werden schliellich Typ und Kotyp von Banachrdumen definiert.

1.1 Bezeichnungen

Durchgehend bezeichnen (2, A4,1) und (O,B,v) in dieser Arbeit
o—endliche Mafiraume. Mit A beziehungweise \" wird das Lebesguemaf in
R, respektive R" beschrieben. Zudem wird auf der multiplikativen Gruppe
R :=]0, 0o[ das Haarma$l £ mit A" bezeichnet. Analog beschreibt Ay das
normalisierte Haarmafl auf der Einheitssphére T von C. Ferner wird mit
Sp—1(r) die euklidische Sphére des R™ mit Radius r beschrieben. Zudem
ist ihr Oberflichenmafl Ag, (), und o,,_; bezeichnet die ,, Oberfliche® von

Sp—1(1).
Fiir 0 < p < oo seien:

Wy(p) = {f € Lp(p) | f = 0 und [|f]|, < 1}

sowie
Wh(p) :=={f € Ly(p) | f > 0und [|f||, =17} .

Elemente aus W, (1) und W;(,u) werden im weiteren haufig auch Gewichte
genannt.
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Zul < p < oo wird mit p’ der zu p konjugierte Exponent bezeichnet, das
heif3t ]% =1- 1—1).

Durchgehend wird in dieser Arbeit die in der Mafltheorie iibliche Konven-
tion 0- (£4) = 0-(400) = 0 angewendet. Mit ihr bleibt die Distributivitét
fiir Elemente aus [0, 00| erhalten. Ferner hat das ,Integral® fiir meibare
Abbildungen f : Q — [0,00] die ,gewohnten® Eigenschaften. (vgl. dazu
[1], §11, insbesondere 11.3, 11.6 sowie 15.2) Generell ist diese Konvention
zur Behandlung von Integralen der Form [ fg~'du fiir positive, mefibare
Funktionen mit {f = 0} N {g = 0} # 0 sehr niitzlich. An einigen Stellen,
wie dem Lemma von Ky Fan im vierten Kapitel, erfordert sie jedoch ein
sorgfiltiges Argumentieren.

Schliellich bezeichnen E und F immer Banachrdume, es sei denn eine an-
dere, in der Regel schwichere Forderung wird ausdriicklich angegeben.
Alle anderen, hier nicht aufgezidhlten Bezeichnungen folgen den iiblichen
Standards.

1.2 Spezielle Rdume meflbarer Funktionen

Es werden nun die Rdume meBbarer Funktionen vorgestellt, die in dieser Arbeit ver-
wendet werden. Neben den L,-Réumen sind dies vor allem die R&ume der p—Bochner-
integrierbaren Funktionen und die Lorentzraume.

Die mefbaren, reellwertigen Funktionen iiber (2,4, i) bilden einen Vek-
torraum, der im weiteren mit L,(u) bezeichnet wird. Sein Quotient
beziiglich der p—Nullfunktionen wird mit L,(u) bezeichnet. Sind f,, f €
Lo(p), so konvergiert die Folge (f,) gegen f im Maf, falls es zu jeder
integrierbaren Menge A € A und jedem ¢ > 0 ein n, € N gibt, so dafl
w(AN{|fn| > €}) < efiirallen > n, ist. Ist (A,,) eine disjunkte Zerlegung
von {2 in integrierbare Mengen A,, und

do(f,g9) = ;mf{mm{la |f —gl} du

fir f,g € Lo(n), so ist d, eine translationsinvariante Metrik auf L,(u),
die die Konvergenz im Mafl beschreibt (vgl. [8], S.164ff). Aus der Wahr-
scheinlichkeitstheorie ist bekannt, daf§ d, sogar vollstdndig ist. Setzt man
nun fiir A € A mit p(A) < oo und £,6 > 0:

Unes =S € Lo(p) | (AN{[f| = 6}) < e},

so bilden die Uy, s eine 0-Umgebungsbasis der Topologie von d,. Durch
Nachrechnen sieht man, daf3 diese sogar eine Vektorraumtopologie ist. Da-
mit ist L,(u) ein vollstandiger, metrisierbarer, topologischer Vektorraum.
Fiir 0 < p < oo sei ferner

L;O(,u) ={feLy,(n) | f(z) >0 fir p-fast alle x € Q}
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Analog ist L;O(,u) definiert.

Fir f € L,(p) und 0 < p < oo seien

[l i= inf{ K >0 u({lf] = a}) < (g)p fiir alle @ > 0} (1.1)

und

Lpoo(p) :={f € Lo(p) | [[f]l00 < 00} -
Man kann leicht zeigen, daff dann L, (i) ein quasinormierter Raum im
Sinne von ([16], S. 162, 10.) mit || + gl .. < 2"2(|[fIl,, 0 + l9ll,.o.) ist.
Auf die gebrauchlichere, dquivalente Definition von L, . (p) als Lorentz-
raum wird hier nur hingewiesen, da im weiteren lediglich die Ungleichung
(1.1) benotigt wird.
Um die die Rdume der p-Bochner-integrierbaren Funktionen einfithren zu
konnen, wird noch die folgende Definition benétigt:

Definition 1.1 FEine Abbildung f : Q@ — E heifit Treppenfunktion, falls
es integrierbare Mengen Aq,..., A, € A und zq,...,x, € E gibt, so daf

gilt:
=1

Fine Abbildung f : Q — E heifst (stark) mefibar, falls es eine Folge (f,)
von Treppenfunktionen gibt, so daf fir p-fast alle w € 0 gilt:

Tim || u(w) — f@)]], =0

In diesem Fall ist auch die Abbildung w > [|f(w)[| (im reellen Sinne)
meBbar. (vgl. [7] S. 41f.) Eine mefbare Funktion f : Q — E heiit Null-
funktion, falls p({w € Q | ||[f(w)|, # 0 }) = 0ist. Fiir 0 < p < oo sei
nun

Ly(p, E) :=={f:Q— E | f stark mebar und [|f(.)||, € L,(1) } .

Es ist klar, daB L£,(i, ) ein Vektorraum ist. Der Quotient L£,(u, E)
beziiglich der Nullfunktionen wird mit L,(u, E)) bezeichnet. Durch

) = ([ 19N i)

wird auf L,(u, E') eine Quasinorm definiert. Ganz analog wird L (i, E)
definiert. Fiir 1 < p < oo ist L,(i, ) dann sogar ein Banachraum (vgl.
(7], S. 97f.). Das néchste Lemma, dessen Beweis in ([7], S. 97f.) und als
Skizze in ([4], App. B12, S. 506) zu finden ist, zeigt zudem fiir 1 < p < oo,
daf wie im skalarwertigen Fall jedes f € L, (i, E') ein stetiges Funktional
auf L,(u, E) darstellt:
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Lemma 1.2 Sind 1 < p < oo und % + 1% =1, so ist die Abbildung
Lp’ (“7 El) — Lp(,uv E)/
oo (10 [0 @) w)
Q

eine lineare, metrische Injektion. Fir reflexive Banachrdume E ist die
Abbildung sogar bijektiv.

Die Reflexivitat von F ist fiir die Surjektivitat allerdings nicht notwendig.
So wird beispielsweise in ([7], Kap. IV, Satz 1) bewiesen, dafl obige Abbil-
dung genau dann surjektiv ist, wenn E’ die sogenannte Radon-Nikodym-
Eigenschaft (RNP) beziiglich p besitzt. Der Raum ¢; ist ein Bespiel fiir
einen nichtreflexiven Raum mit RNP. Eine Ubersicht iiber Réume mit und
ohne RNP findet sich in ([7], S. 218f.).

1.3 Sublineare Operatoren

Viele der Sétze dieser Arbeit gelten nicht nur fiir lineare Operatoren, sondern sogar
fiir sogenannte sublineare Operatoren. Diese werden nun vorgestellt. Anschlieflend wer-
den Eigenschaften wie Stetigkeit und Fortsetzbarkeit untersucht. Zuletzt wird auf eine
wichtige Teilklasse, die mazimalen Operatoren eingegangen

Zunéchst werden die fiir Operatoren £ — L,(u) iiblichen Begriffe Homo-
genitéit und Sublinearitit auf den Banachraum-wertigen Fall iibertragen.
Um Unklarheiten bei Darstellungen der Form F' = L,(d,, F') fiir Dirac-
Mafle d, zu vermeiden, werden diese Begriffe beziiglich des zugrunde lie-
genden MafBes erklart.

Definition 1.3 Sind E, F quasinormierte Rdiume und H ein Raum F-
wertiger Funktionen auf (0, A, i), so heifit eine Abbildung T : E — H

i.) p-homogen, falls fir jedes f € E, jedes A € R und p-fast alle x € Q
qgilt:
ITAN @, = AT @)

ii.) p-sublinear, falls sie p-homogen ist und fiir alle f,g € E und p-fast
alle x € Q) gilt:

1T +9) @), < ITF@I, +1Tg(@)ll,-

Zudem wird die Monotonie von Operatoren L, (i) — L,(v) erklart durch:
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Definition 1.4 Sind 0 < p,q < oo, so heifit eine Abbildung T : Ly(p) —
L,(v) monoton, falls |T'f| <Tg fir alle f,g € Ly(p) mit |f| < g gilt.

Es ist klar, dal monotone, v-homogene Operatoren auch positiv sind. Die
Umkehrung gilt zwar fiir lineare Operatoren, schon fiir v—sublineare Ope-
ratoren ist sie im allgemeinen jedoch falsch.

Es wird nun in den fiir diese Arbeit wichtigsten Fillen ndher untersucht,
wann ein homogener Operator stetig in 0 ist.

Lemma 1.5 Ist E ein quasinormierter Raum und T : E — L,(j) homo-
gen beziiglich ., so sind dquivalent:

i.) T ist stetig in 0.
it.) Fiir jedes € > 0 und jedes integrierbare A € A existiert ein § > 0, so
dafs fiir alle f € B mit || f||_ <1 gilt:
pw(AnN{zeQ | |Tf(x)|>6}) < . (1.2)

Beweis: i.) — 4i.) : Sei € > 0 und A integrierbar, so existiert nach Vor-
aussetzung ein @ > 0 mit aBp C T (Us ). Setzt man § := ea™?, so ist
(1.2) erfiillt.

Seien nun umgekehrt €, > 0 und A integrierbar. Es existiert dann ein
§ > 0, das (1.2) erfiillt. Setzt man o := y6~ 1, so gilt aBp C T"Y(Ua.,)
womit die Stetigkeit in 0 bewiesen ist. «

Wie fiir lineare Abbildungen beweist man zudem:

Lemma 1.6 Sind1 <p <ooundT : E — L,(uu, F') p—homogen, so sind
dquivalent:

i.) T ist stetig in 0.

i1.) Es ezistiert ein ¢ > 0, so dafs fir alle f € E gilt:

ITAlL, () < < IIfIl, - (1.3)
In diesem Fall bezeichnet ||T'|| das Infimum aller ¢, die (1.3) erfillen.

Lemma 1.7 Sind 0 < p < oo, E quasinormiert und T : E — L, (1) ein
u—homogener Operator, so sind dquivalent:

i.) T ist stetig in 0.
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i1.) Es ezistiert ein ¢ > 0, so daf fir alle f € E, a > 0 gilt:

«

W(Tf > a) < (M) , (1.4)
das heift | TS, . < cl ],

Ist E = L,(v), so ist T in diesem Fall vom schwachen Typ (q,p).

Anders als bei linearen Abbildungen impliziert die Stetigkeit in 0 fiir sub-
lineare Abbildungen jedoch nicht die Stetigkeit in allen Punkten, wie das
folgende Beispiel sofort zeigt:

Beispiele 1.8 Die Abbildung

T:Ly([0,2]) — Ly(]0,1])

2 2
[ (XQ (/1 fdA)—xR\@ (/1 fdA)) fiou

ist Aj,1)-sublinear und nur in 0 stetig.

Hat fiir 0 < p < 00 eine p-sublineare Abbildung 7' : E — L,(p) ihr Bild

jedoch in L; *(11), so folgt aus der Stetigkeit in 0 die gleichméiBige Stetigkeit
von 7', da in diesem Fall fiir alle f,g € E und p-fast alle z € Q) gilt:

Tf(x) = Tyg(x)| < [T(f = g)(x)] .

Ist D C E dicht und T': D — L,(p, F') p—homogen und stetig in 0, so
148t sich T" normgleich und pg—homogen auf F fortsetzen. Fiir sublineare
Operatoren kann die Fortsetzung nun sogar sublinear gew#hlt werden:

Proposition 1.9 Scien 1 < p < oo und D C FE ein dichter Teilraum
sowie T : D — Ly(u, F') ein p—sublinearer, in 0 stetiger Operator, dann
existiert eine p-sublineare, in 0 stetige und normgleiche Fortsetung T -
E — L,(u, F) von T. Diese ist im allgemeinen jedoch nicht eindeutig.

Beweis: Sei Sy : D — Ly(p), f = [Tf(.)]],, so ist Sy offenbar ebenfalls y-
sublinear mit ||S1|| = ||T'||. Ferner gilt wegen S; f, S1g > 0 fir alle f,g € D:

150 = Sugll, < 151 =9, = 1T =Dl 4, F)

Da T stetig in 0 ist, ist S7 daher gleichméfig stetig. Demnach existiert eine
stetige Fortsetzung S5 von S; auf E. Diese ist ebenfalls p-sublinear; denn
fir f,g € E gibt es f,,, g, € D mit f,, — f und g, — ¢, und weil S, stetig
ist, folgt daher Syf, — Sof, Sog, — Sag und So(fn, + gn) — S2(f + 9)
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beziiglich ||.||. Sukzessive konnen nun Teilfolgen (f,,) und (gy, ) gefunden
werden, so dafl diese Konvergenzen auch p-fast-iiberall punktweise gelten.
Es folgt dann fiir u-fast alle x € Q:

So(f + @) = Jim [Si(fn, + 90,)(@)]
< lim (81, (2)] + lim [Sign, (@)
= [S2f (@) + [Sag()]

das heifit Sy ist p-subadditiv. Analog kann die p-Homogenitét von Sy und
|S2|| = [|S1]| gezeigt werden. Ohne Einschrankung existiert nun ein y € F
mit [|y[| . = 1, weil andernfalls die Aussage des Lemmas trivial wire. Setzt
man dann Tf:=Tf fir f € D und ansonsten T'f(z) := Syf(x) y, so ist
T offensichtlich eine Fortsetzung von 7" auf E. Wegen

ITFON = 152,

ist nun 7" einerseits sublinear und andererseits gilt ||7]| = ||Ss||. Aufgrund
der Konstruktion ist klar, daf§ T nicht die einzig mogliche Fortsetzung ist.
<

Ein fiir Anwendungen interessantes Beispiel eines sublinearen Operators
liefert die néchste Proposition:

Proposition 1.10 Seien E ein vollstindiger und quasinormierter Raum
sowie T,, : E — Lo(n) stetige, lineare Abbildungen, so daf fir alle f € E
und p—fast alle x € Q gilt:

T f(x) := sup [T, f (x)] < oo .

neN

Dann ist T* ein stetiger, p-sublinearer Operator von E nach L,(u). Er
wird als der maximale Operator der T), bezeichnet.

Beweis: Bezeichnet 7, : KN — K die Projektion auf die n—te Koordinate,
1
so sei *:

Lo(it, €o0) = {f : Q= K" | 1, f(.) € Lo(p) und sup |m, fu(.)] < 0o p— f.ii. }

neN

Ferner sei d, die im zweiten Abschnitt definierte, translationsinvariante
Metrik auf L,(p). Setzt man fir f,g € Lo(u, loo):

d(f,g) = do( 0, sup|m(f —g)()])

neN

'Dies ist nicht der Raum der stark meBbaren Funktionen mit Werten in /o, wie ein Beispiel
von Sierpinski in [7], S.43 zeigt.
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so ist d eine translationsinvariante Metrik auf L,(u, £ ). Zudem kann leicht
gezeigt werden, dafl d vollstandig ist. Ferner ist die Abbildung

gb:l—o(:quOO) - Lo(:u)

[ sup|m, ()]
neN

stetig in 0. Nach Voraussetzung ist ferner
U:E: — Lo(p )
foo (o @)

definiert und, wie leicht gesehen werden kann, auch graphenabgeschlossen.
Nach dem Graphensatz fiir vollstandige, metrisierbare Rdume (siehe dazu
[16], S. 171, (3")) ist U somit stetig. Wegen T* = ¢ o U ist dann T stetig
in 0. Da T* nach L_° (1) abbildet, ist die Behauptung bewiesen. <«

1.4 Multiplikationsoperatoren und (Gewichte

Dieser Abschnitt behandelt die fiir diese Arbeit wichtigen Eigenschaften von Multi-
plikationsoperatoren. Viele dieser Aussagen werden in den spéteren Kapitel intensiv
ausgenutzt werden.

Ist g € Lo(), so wird mit

Mg:LO(M? E) — LO(ILL7E)
e (zeg(e) f(2))

der zu g gehorige Multiplikationsoperator bezeichnet. Einschriankungen
dieses Operators im Definitions- oder Bildraum werden ebenfalls mit M,
bezeichnet.

Proposition 1.11 Fir jedes o—endliche MafS p auf (2, A) existiert ein
0

dquivalentes WahrscheinlichkeitsmafS P und ein g € L; (1), so dafs die
Abbildungen

i.) My, @ Lpoo(pt) = Ly o(P) und
i1.) My : Lpoo(P) = Lpoo(tt)

definiert, stetig und injektiv sind.

Beweis: Da fiir endliche Mafle 1 die Aussage trivial ist, sei ohne Ein-
schrankung £(Q2) = co. AuBlerdem seien A, € A disjunkt mit >~ A, =
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Q und u(A,) < oco. Ohne Einschrénkung kann ferner p(A,) > 1 angenom-

men werden. Fiir
h = Z 2_nN(An)_1XAn
n=1

ist dann dP := hdu ein dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf}. Da nach
Konstruktion A < 1 ist, folgt P(A) < p(A) fir alle A € A, wo-
mit die Behauptung fiir M, klar ist. Setzt man a, := 4"u(A,)"? und
g:= " a,'xa,, so gilt ferner fir alle f € Ly, o (P) und a > 0:

o0

pllr € lof@l 2 ) = 3 n(Annfr € Q10 )] 2 o)
- 22“ P4, 0 {z € Q| |f(2)| > aa,})

IA
1M i
‘\%

P({zeQ||f(x)] = aay})
S (e
_ iT” (Hf”[,p’oo(p))p

n=1

das heifit ”MngLpoo(lL) < “f”Lpoo(P)' Die Injektivitat folgt aus g > 0.
<

IN

Proposition 1.12 Sind 1 < p < ¢ < oo und é = i — é, g € LZO(/L),
so ist My : Ly(pn, E) = Ly(u, E) definiert, stetig und injektiv. Ferner ist

H :=3Jm M, dicht in L,(j1, E).

Beweis: Nach der Holderungleichung ist M, definiert und stetig, und weil
g > 0 ist, folgt auch die Injektivitat. Fiir die Dichtheit wird als erstes
der skalare Fall £ = K behandelt. Nach dem Satz von Hahn-Banach
reicht es zu zeigen, dafl fiir jedes ¢ € L,(1u) = Ly(p) mit H C Rer ¢
notwendigerweise ¢ = 0 ist. Sei also ¢ € Ly (u) mit [gfdu = 0 fir
alle f € Ly(p). Weil z%+é = & ist, folgt ©g € Ly(u) C Ly(p) und
daher pg = 0. Wegen g > 0, ist somit ¢ = 0. Sei nun E ein beliebiger
Banachraum und f € L,(u). Wie eben bewiesen, gibt es dann f,, € L,(u)
mit [[f —gfull, = 0. Fir 2 € E gilt somit f ® z = (limgf,) ® z =
lim M, (f,®x) € H. Alsoist L,(¢)® E C H und daher auch L,(u, E) C H.
<
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Damit kann nun folgender Fortsetzungssatz bewiesen werden:

Korollar 1.13 Seien 1 < r < ¢ < o0, + = %—é und g € L. ().
Bezeichnet Jm M, wieder das Bild von My : Ly(pu, E) — L,(u, E), so
lafst sich jeder lineare und stetige Operator T : (Jm M, ||.||,) = Ly(v, F)

normgleich auf L,(u, E) fortsetzen.

Beweis: Setzt man A := {g = 0} und damit

Hy = {fel(uFE)]| fa=0} und
Hy = {f €L, E)| faay =0},

so ist L,.(u, E) offensichtlich isometrisch isomorph zu H; &, Hy. Daher

ist P = M, , eine Projektion von L,(u, E) auf H; mit [[P|| < 1. Nach

Proposition 1.12 ist nun H; = Jm M. Es existiert daher eine lineare und
normgleiche Fortsetzung Ty : Hy — L,(v, F') von T. Durch T:=T,oP
148t sich dann eine lineare und normgleiche Fortsetzung von T auf L, (i, F)
definieren. <

Das néchste Lemma befafit sich mit der ,,Invertierung* von Multiplikati-
onsoperatoren fiir Funktionen g > 0:

Lemma 1.14 Seien 0 < p < ¢ < oo, 1 :=

, L_Lound g e L (n).
a P g a
Fiir jedes f € Jm M, C Ly(u, E) ist dann g~'f € Ly(u, E) und es gilt

Mg(9_1f> =7

Beweis: Nach Voraussetzung existiert ein h € L,(p, £) mit gh = f. Ins-
besondere ist daher f,—oy = 0. Daher folgt [[g7'(2)f(x)l| < [[h(z)]],
fir p-fast alle x € {g = 0}. Da fiir p-fast alle z € {g > 0} zu-
dem h(z) = g '(z)f(z) ist, folgt insgesamt g~ 'f € L,(u, E). Weil
g(x)g~'(z) = 0 fiir alle z € {g = 0} ist, gilt wegen firy—op = 0 auch
997 ' f=Ff. <

Das folgende Lemma zeigt, dafl der duale Operator eines Multiplikations-
operators wieder eine Multiplikationsoperator ist:

Lemma 1.15 Seien 1 < p < g < oo, é = % und g € Lio(u), so gilt

1_
p
fiir den dualen Operator von My : Ly(p, E) = Ly(p, E):
(My) f=gf

fiir alle f € Ly(u, E') C Ly(p, E)'.
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Beweis: Ist f € Ly(u, E'), so ist wegen % =1_ 1% und der Holderunglei-

chung gf € Ly(p, E'). Ist nun h € L,(p, E), so gilt:

(of. 1) = / (9(2) f(2), h()) uldz) = / (F(2), g(@)h(x)) u(d) = (f, Myh) .

Q

Das néchste Lemma ist ebenfalls rein technischer Natur. Es sichert die Exi-
stenz bestimmter Multiplikationsoperatoren, die in den spéteren Kapitel
wichtig sind:

1

Lemma 1.16 Sind 0 < p < ¢ < oo und é = g S0 qilt

1
p
i.) Fiir jedes f € Ly(u) existiert ein g € W (i) mit lafll, = [I£1l,-

ii.) Fiir jedes f € L,(u) existiert ein h € Wk (i) mit 1A= fll, = (1,

Es gibt also zu jedem f einen die Norm wvon f erhaltenden Multiplikati-
onsoperator und einen Multiplikationsoperator, in dessen Bild f liegt.

Beweis: zu i.): Ohne Einschrinkung kann p < ¢ und f # 0 angenommen
werden. Setzt man dann fiir z € Q:

gl@) = 1 F177 1 (@)
so gilt einerseits:

/Q 91 dy = [£17° £ =1

und andererseits wegen p + 2 = ¢:

1/p 1/p
([ tosea) "=t ([romean) " = i g = i1,
Q Q

zu ii.): Auch hier ist nur der Fall p < ¢ und f # 0 interessant. Setzt man
fir x € Q:

h(w) = [If],7 | f()Pe
so kann wie eben die Behauptung durch nachrechnen gezeigt werden. «

Man beachte, daf§ durch v := ¢" und w := h" die Aussage des letzten
Lemmas in Aussagen iiber ,, Gewichte® transformiert werden kénnen.
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1.5 Rademacherfunktionen, Typ und Kotyp

In diesem Abschnitt werden die Rademacherfunktionen eingefiihrt, um sodann den
Typ und Kotyp von Banachrdumen definieren zu kénnen. Als weitere, wichtige Hilfs-
mittel in diesem Zusammenhang werden die Khintchine- und die Kahane-Ungleichung
vorgestellt.

Definition 1.17 Sind n,k € N mit 1 < k < 2" und I, = [(k —
1)27" k27"[, so heifit

rn:[0,1] — {-1,1}
t o= ;(—1)’““X1n,k(t)

die n-te Rademacherfunktion.

Die gemeinsame Verteilung der ersten n Rademacherfunktionen 148t sich
folgendermafien bestimmen:

Lemma 1.18 Sind D,, := {—1,1}" und R,(t) := (r1(t),...,ma(t)), so
gibt es fiir jedes s € D,, genau ein 1 < k < 2", so daff gilt:

R;I({S}) = Ink -
Insbesondere ist das BildmafS \(R,,) Laplace-verteilt.

Beweis: Fir n = 1 ist die Behauptung klar. Sei nun fir n € N die

Behauptung wahr und (sq,...,8,41) € Dpi1. Dann gibt es genau ein
1 S k‘ S 2™ mit R;l({(sl,...,sn)}) = Ink — In+1,2k—1 U ]n+1,2k‘ Oh—
ne Einschrankung kann s,;; = 1 angenommen werden. Es ist dann

roti({sn1}) = UL, it 2i1 und damit
Roi({(s1-ovsni)) = By'({(s1s- -0 80) 1) N ({8n4a})
2’)’L
= Iy N U Ini12i1
=1

= Int19k-1 .

Mit Hilfe der Rademacherfunktionen 148t sich nun folgende Ungleichung
formulieren, deren Beweis sich in ([9], S. 582f.) finden l&8t:

Proposition 1.19 (Khintchine-Ungleichung) Fir 0 < p < oo exi-
stieren Konstanten 1 < a,,b, < oo, so daf$ fir alle n € N und alle

xry,...x, € K gilt:
P 1/p n 1/2
i dt) < b, <Z Ix@-\2> :

" 1/2 .
0! <Z !xm) < (/
=1

i=1

é:lri(t)x
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Ersetzt man K durch einen beliebigen Banachraum FE, so gilt die
Khintchine-Ungleichung nicht mehr. Immerhin gibt es jedoch Ba-
nachrdume, die dhnliche Ungleichungen zulassen:

Definition 1.20 FEin Banachraum E hat

i.) Typ p € [1,2], falls ein ¢ > 0 existiert, so daf fir alle n € N und alle

T1,..., ¢, € F gilt:
9 1/2 n 1/p
dt) < C<Z|yxiug> . (15)
=1

1
&0,
In diesem Full wird das kleinste solche ¢ Typ-p-Konstante von F
genannt und mit T,(E) bezeichnet.

ii.) Kotyp p € [2,00], falls ein ¢ > 0 existiert, so daf fir alle n € N und

alle x1,...,x, € E gilt:
n 1/p ) 5 1/2
(Z ymug) < ¢ (/ dt) . (1.6)
i=1 0 E

Hierbei ist fiir p = oo die ibliche Modifikation in Ungleichung (1.6)
vorzunehmen. Analog zu i.) wird mit C,(E) das kleinste solche ¢
bezeichnet.

n

> ri(t)zi

i=1

Einige Aussagen iiber Typ und Kotyp bestimmter Banachrdume fait die
folgende Proposition zusammen. Ein Beweis der wichtigen Aussagen iii.)
und 4v.) findet sich in ([34], II1.A.23).

Proposition 1.21 FEs gilt:

i.) Jeder Banachraum hat Typ 1 und Kotyp co.
ii.) Jeder Hilbertraum hat Typ und Kotyp 2.
iii.) Fir 1 <p <2 hat L,(n) Typ p und Kotyp 2.
iv.) Fir2 <p < oo hat L,(p) Typ 2 und Kotyp p.

v.) Hat E Typ p und Kotyp q und sind 1 < p; < p und ¢ < ¢ < 00, so
hat E auch Typ p1 und Kotyp q.

Im Zusammenhang mit Typ und Kotyp erweist sich zudem die folgende
Ungleichung als niitzlich, deren Beweis in ([34], III.A.18) zu finden ist:
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Proposition 1.22 (Kahane-Ungleichung) Fir 1 < p < oo existiert
eine Konstante 0 < K, < oo, so daf$ fiir jeden Banachraum E und jede

endliche Folge x+,...,x, € E gilt:
p\ VP 1
dt| <K, /
0

1 1
[ fgion] =
0 E 0 E

Schlielich wird noch der Raum L, () fiir 0 < p < 1 untersucht:

n

> ri(t)zi

=1

dt.

E

Bemerkung 1.23 Sind 0 < p < 1, so folgt mit Hilfe der Khintchine-
Ungleichung:

1 1/p TR 1/p
[lEnon|a) = ([ [13Sn0n@ra e
0 Q 0 ] "
< | [o CIa@Pyu)
Q i=1

n 1/p
< by (Z HﬁHi)
i=1

fir alle n € N und alle fi,..., f, € Ly(1n). In gewisser Weise hat also
Ly(p) fir 0 <p<1 ,Typ p“.



Kapitel 2

Zwel Satze von Nikishin und
Stein

In diesem Abschnitt wird untersucht, unter welchen Voraussetzungen es zu einem
p—sublinearen, in 0 stetigen Operator T : E — L,(u) und festem p ein zu p dqui-
valentes MaBl v gibt, so daB T : E — L, o (v) definiert und in 0 stetig ist. Ein Operator
T, fiir den es ein solches Maf} gibt, bildet also in einen kleineren Raum ab und hat eine
schirfere Stetgikeit als a-priori angenommen wurde.

Im ersten Abschnitt wird die Existenz eines solchen Mafles v zunéchst als Faktorisie-
rung des Operators T durch L, o (1) mit Hilfe eines Multiplikationsoperators gedeutet.
Sodann werden die Operatoren, fiir die eine solche Zerlegung moglich ist, durch Eigen-
schaften ihrer vektorwertigen Fortsetzungen (f1, fo,...) — (T f1,Tfa,...) charakteri-
siert.

Mit Hilfe dieser Charakterisierung wird dann im zweiten Abschnitt gezeigt, daf es zu
jedem p—sublinearen, in 0 stetigen Operator T : E — L,(u1) ein gesuchtes Maf v gibt,
falls £ vom Typ p ist. Als Folgerung ergibt sich ein Satz von Nikishin, demzufolge fiir
1 < p <2 jeder p-sublineare, in 0 stetige Operator T : L, (1) — L,(v) vom schwachen
Typ (p,p) ist beziiglich eines zu v dquivalenten Mafes.

Im allgemeinen kann die Form dieses dquivalenten Mafles nicht ndher bestimmt wer-
den. Anders ist dies jedoch beispielsweise fiir translationsinvariante Operatoren, wie
im dritten Abschnitt gezeigt wird. Hauptergebnis ist hier ein Satz von Stein, nach
dem fiir kompakte Gruppen G und 1 < p < 2 jeder sublineare, in 0 stetige Operator
T : L,(G) = L,(G) vom schwachen Typ (p, p) ist. AbschlieBend wird dann angedeutet,
inwieweit dieser Satz fiir Fragestellungen in der harmonischen Analysis von Bedeutung
ist.

2.1 Eine grundlegende Charakterisierung

In diesem Abschnitt wird die schon oben angedeutete Charakterisierung zunéchst fiir
endliche Mafle u bewiesen. Anschliefflend werden die Ergebnisse dann fiir o— endliche
MaBe gezeigt.

Es wird als erstes folgende Bezeichnung eingefiihrt:

19
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Definition 2.1 Seien 0 < p < oo und T : E — L,(1) ein p-sublinearer,
in 0 stetiger Operator. Dann faktorisiert T' stark durch L, (1), falls es
ein g € L:O(u), und einen p-sublinearen, in 0 stetigen Operator T, : E —

Ly (1) gibt, 50 daf

T
E Lo(ft)

T, M

g

Lpoo(1t)
kommutiert. In diesem Fall ist g-'Tf = T,f fiir alle f € E.

Fiir endliche Mafirdume gilt nun die folgende, grundlegende Charakteri-
sierung:

Satz 2.2 Sind u ein endliches Mafl, 0 < p < oo und T : E — L,(u) ein
pu-sublinearer und in 0 stetiger Operator, so sind dquivalent:

i.) T faktorisiert stark durch Ly o(1t).

ii.) Es existiert ein w € Lzo(u), so daf fir alle f € E,a > 0 gilt:

/’w@mm>s(¥%f. (21)

Tf|za

iii.) Fiir jedes e > 0 existieren ein c. > 0 und ein A € A mit p(Q\ A.) <
g, so dafs fir alle f € E,a > 0 gult:

«

u(Aeﬂ{x Q| |Tf()| > a}) < e (%Y . (2.2)

iv.) Fir jedes € > 0 existiert ein 6 > 0, so daf fir alle Folgen (f,) C E
mit S 7 < 1 gile

u({x € Q| SlTle|Tfn| > 5}) < e. (2.3)

Die Aquivalenz von 4.) und ii.) besagt, daB ein Operator T' gerade dann
stark durch L, o (u) faktorisiert, wenn er fiir ein dquivalentes Mafl wdu
sogar nach L, - (wdpu) abbildet und stetig in 0 ist. Die eingangs erlduterte
Fragestellung kann also tatséchlich mit der starken Faktorisierung durch
L, (1) beschrieben werden.
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Die Aussage iv.) bedeutet, dafl -mit der Bezeichnung aus Proposition 1.10-
der p-sublineare Operator

TV :0(E) — Lo(p,loo)
(fn)neN — (Tfn)nGN

definiert und stetig in 0 ist. Die Implikation iv.) — i.) wird im weiteren
Verlauf dazu verwendet, Rdume F zu bestimmen, fiir die jeder Operator
stark durch L, - (p) faktorisiert.

Beweis: i1i.) — 4i.): Es seien ¢, und A/, gemifl Voraussetzung gewéhlt.
Ohne Einschrankung kann dabei ¢;/, > 1 angenommen werden. Setzt man
dann

o0
o -n —1
w = g 2 Cljn XAvjm

n=1

so gilt zundichst pu(w > 0) > p(Ays,) > p(Q) — 1/n, also w € L, (p). Fiir
f € F und a > 0 folgt dann nach Konstruktion:

/ w(z) pldr) = / 2" e Xy, () )
ITf |20 ITflza "

= Yool w( A {ITS = a})
n=1

it.) > i) Essei A, :={r € Q| 1/n<w(z)<1/(n—1)} und damit

g = 22” XA, -
n=1

Wegen w > 0 folgt dann p(d 07 A,) = p(Q) und deshalb g > 0. Es
muB also noch gezeigt werden, dafl f + ¢~'Tf nach L, o, () abbildet und
stetig in 0 ist. Dazu sei ¢ := Y 2, n277". Es ist dann ¢ < oo, und es gilt
fiir alle f € F und a > 0:

u( éTf‘ > a) = p (!Tf\ > az2”XAn>
n=1
= Z/X{|Tf|zazn} dp

n:lAn

< Z/X{|Tf|>a2”} nw(x) p(dz)
n:lAn
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< i}”(/ w(z) u(de)
< ffn?ﬁ?i)pc<fE)p.
= 2" a2 a

i.) — w.) : Ist € > 0, so gibt es wegen () < oo ein § > 0 mit
1(lgl > V/3) < e. Ferner gibt es nach Voraussetzung ein ¢ > 0 mit
197 T fllpoo < c |If]l, fiir alle f € E. Ohne Einschrinkung kann nun

angenommen werden, daB v/0 > ¢ e~ '/?, das heifit (\/%)p < g, ist. Fiir eine
Folge (f,) C E mit 32 [ full? <1 gilt damit insgesamt:

z\/E) + 1 (1l = Vo)

1

MGWWMZQ Squ

< iu( 2\/5)+€
nO:O1 (C H\iyiHE>p_+_€
)

< e Nl +e < 20

1
b

(]

iv.) — 4ii.) : Es kann ohne Einschrankung p(£2) = 1 angenommen werden.
Sei ¢ > 0. Dann existiert nach Vorraussetzung ein § > 0, derart dafl
p (sup,, |T fn| > 0) < ¢ fiir alle Folgen (f,) C E mit Y7 [|fu]|” < 1 ist.
Setzt man dann c. := 0P, so gilt fiir

F={Ae€A|3faeBrp YreA: u(A) |Tfalx)]" > c.}

das folgende Lemma:

Lemma 2.3 Sind A€ A, f € F und o > 0 mit

MAﬂmeﬂHTMMZaD>>@CVL>,

(%

soist A= AnN{z e Q| |Tf(z)>a}eF.

Beweis des Lemmas: Ist f; := ||f||};1 - f, so gilt fiir = € A zuniichst:

Tfa(@)] = IFIITF=)] = all £l

Damit folgt dann nach Voraussetzung:

Do o o (e N
- > e (1) ng)““ )
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Ist nun F = (), so erfiillt A, := Q die Bedingung (2.2), da es ansonsten nach
Lemma 2.3 ein f € E und ein a > 0 gébe, so dal A. N {|Tf| > a} € F
ist.

Ist andernfalls F # 0, so ist auch

Z={TCF|VABeT:A#B=ANB=10}

nichtleer. Da Z vermoge der Inklusion induktiv geordnet ist, besitzt Z
nach dem Lemma von Zorn ein maximales Element 7,,,.. Fiir jedes B €
Tmaz gilt 1(B) > 0 nach Definition von F . Wére nun 7,,,, iberabzihlbar,
so gibe es ein n € N und unendlich viele, disjunkte B; € T4, mit p(B;) >
1/n. Dies steht aber im Widerspruch zur Endlichkeit von p. Es gibt also
ein D C N derart, da8 T = {Bilt € D} und @ # j — B; # B;. Gébe es

fiir
Aa =0 \ U Bz
€D

ein @« > 0 und ein f € E, die (2.2) nicht erfiillten, so wire nach Lemma
23 A.n{|Tf| > a} € F. Weil aber A. N {|Tf| > «a} disjunkt zu allen
B; ist, stiinde dies im Widerspruch zur Maximalitat von 7,,... Es bleibt
also noch p(2\ A.) < € zu zeigen. Sei nun zu B; eine Funktion fp, gemif
der Definition von F gewihlt. Fiir i € N sei dann f; := u(B;)Y/? fp,, falls
1 € D und f; := 0 ansonsten. Ist x € B,,, so gilt nach Definition von F:

sup|Tfi(x)| > |Tfu(x)] = p(B)'"-|Tfp,(x)] > /? =4,

das heifit insgesamt |J,., B; C {sup; |T'f;| > 6}. Wegen ||f5,
auflerdem:

ZHszi = ZHN(Bi)l/pri I; < ZM(Bi) = M(ZBZ-) <1

€D €D €D

E

und nach Vorraussetzung schliefSlich:

n(Q\A) = u(UBz) < u(sgp\Tfilzé) <e. <

i€D

Fiir viele Anwendungen ist die Forderung nach der Endlichkeit des Mafes
v zu stark. Der folgende Satz behebt dieses Problem in Hinblick auf die
Séatze des néchsten Abschnittes:

Satz 2.4 Ist u ein o—endliches Mafs, so existiert ein dquivalentes Wahr-
scheinlichkeitsmafl P, so daf$ fiir jeden p—sublinearen, in 0 stetigen Ope-
rator T : E— L,(u) die folgenden Aussagen dquivalent sind:

i.) T faktorisiert stark durch Ly o ().
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ii.) T faktorisiert stark durch L, o (P).

Beweis: Sei P geméfl Proposition 1.11 gewéhlt.

i.) — 4.) : Da P und p &quivalent sind, ist id : L,(P) — Lo(u)
ein Homéomorphismus. Ist nun g € L.’ () nach Proposition 1.11, ii.)
gewiihlt, so kommutiert fiir ein geeignetes h € L. (P) das Diagramm:

T id
E > Lo(P) ~ Lo(1)
T Mh th—l
LP»OO(P) Lp,oo (M)
Mg

Also faktorisiert 7" stark durch L, . (¢). Die umgekehrte Implikation ist
analog zu beweisen. <«

Die néchste Bemerkung ist ebenfalls fiir die folgenden Abschnitte wichtig:

Bemerkung 2.5 Ist p o-endlich, so faktorisiert ein p—sublinearer, in 0
stetiger Operator T : E — L,(u) genau dann stark durch L, (@), wenn
es einw e L. (u) gibt, so daf T : E — L, oo(wdp) definiert und stetig in
0 ist.

Beweis: Da der Beweis ii.) — i.) in Satz 2.2 nicht die Endlichkeit des
Mafles benotigte, ist die Riickrichtung schon bewiesen worden. Anderer-
seits existiert nach Satz 2.4 ein dquivalents Wahrscheinlichkeitsmafl P, so
dal T stark durch L, . (P) faktorisiert. Bezeichnet g die Dichte von P

beziiglich y, so existiert damit nach Satz 2.2 i.) — 44.) ein v € L. (P), so
dafB fiir alle f € F und o > 0 gilt:

[ @ o ) = [ o) ) < (@)
T f|>a 1T f|>a

Das heifit, w := vg € L (1) ist das gesuchte Gewicht. «

2.2 Ein Satz von Nikishin

Es wird nun gezeigt, dafl fir Rdume E vom Typ p die Ungleichung (2.3) von jedem
p-sublinearen, in 0 stetigen Operator T : E — L,(u) erfiillt wird. Zu Beginn werden
monotone Operatoren beziiglich Ungleichung (2.3) untersucht.
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Satz 2.6 Sind 0 < p < oo und T : L,(it) = Lo(v) ein v-sublinearer, mo-
notoner und in 0 stetiger Operator, so faktorisiert T' stark durch L, (V).

Beweis: Nach Satz 2.4 kann ohne Einschrinkung v(O) = 1 angenommen
werden. Es soll nun Ungleichung (2.3) aus Satz 2.2 iiberpriift werden. Da
T stetig in 0 ist, gibt es ein 6 > 0 mit p(|Tf| > J) < e fiir alle f € L,(p)
mit || f[|, < 1. Sei (f,) eine Folge in L, (1) mit 377, || f|l) < 1. Setzt man

F=0O a7

so ist nach Beppo-Levi

I = [ S 1nkan = SSIAl < 1.
Q n=1 n=1

Da ferner |f,| < f ist, folgt zudem sup,, |Tf,| < |Tf| aus der Monotonie
von 7. Damit gilt insgesamt:

v(sup|Tfu|20) < w(|Tflzd) < . <

Als néchstes soll gezeigt werden, dafl fiir Raume E vom Typ p jeder Ope-
rator T : E — L,(u) stark durch L, o (p) faktorisiert. Dazu wird jedoch
ein kleines Lemma bendotigt:

Lemma 2.7 Sind F : R — R mefbar, ¢ = +1 und r(t) =
(r1(t),...,ra(t)) beziehungsweise ro(t) = (e1r1(t),...,e,rn(t)) fir t €
[0,1], so sind die Funktionen F or und F or. gleichverteilt.

Beweis: Seien p := A"(r) und p. := A\"(r.) die Bildmafe von r und r.
auf dem R". Fir s := (s1,...,s8,) € D, := {—1,1}" gilt dann wegen
w({s}) = p({(e1s1,...,€n8,)}) nach Lemma 1.18:

p(fs}) =27" = p({s}) .

Da D, der Trager der Male p und p. im R™ ist, folgt somit pu = pe..
Insgesamt gilt daher fiir jedes A € B:

A(F or)(A) = u(F)(A) = p(F)(A) = M(For)(A) . <
Satz 2.8 Sind 0 <p <2 und E = L,(v) fir 0 < p <1 beziehungsweise

E vom Typ p firl <p <2, so faktorisiert jeder p-sublineare, in 0 stetige
Operator T : E — L,(p) stark durch L, - (1).
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Beweis: Nach Satz 2.4 kann wiederum ohne Einschrankung u(Q2) = 1
vorausgesetzt werden. Analog zu Satz 2.6 soll die Ungleichung (2.3) aus
Satz 2.2 gezeigt werden. Sei dazu ¢ > 0. Dann existiert, da T stetig in
0 ist, ein & > 0, so daB p(|Tf| > V0) < ¢ fiir alle f € Bg ist. Ohne
Einschréinkung kann zusitzlich § > ¢~%/? angenommen werden. Ist nun
(fi) eine Folge in £ mit > 7%, [|fi[|® <1 und n € N, so wird fiir v € Q,t €
0, 1], k < n gesetzt:

n

9¢ = Zﬁ‘(t)fi,

Ft) = [Ta) .
Conlt) = [T@r0)f — 9)(a)]

Wegen der Sublinearitit von T gilt dann fiir alle ¢t € [0,1[, & < n und
p—fast alle x € (2

2|T fi(2)| = T 2ri(t) fe = g + 90)(2)] < Fa(t) + Gap(t) -

Da nun F, und G, nach Lemma 2.7 fiir fast alle z € Q gleichverteilt
sind, folgt insgesamt fiir alle £ < n und p—fast alle x € 2:

L = AEe[0,1[] Fu(t) + Gap(t) = 2 |Tfir(x)])
< ARe[01[] F(t) = [Th)]) + A(E€[0,1[| Guox(t) > |Tfi(z)])
= 2A(tel0,1]| Fu(t) > [Tfi(x)]) -

Insbesondere gilt also

1< 2t €0, 1] [ Fo(t) = max|T fi(z)] )
fiir p-fast alle z € 2. Da deswegen fiir p-fast alle € Q mit max T fr(z)| >
0 gilt: -
1< 20t e 0[] A1) > max|Tfi(a)]) < 20(1€ 0.1 Fo(t) 2 ).
folgt fiir p—fast alle x € 2:

Npsirn=n (@) < 2MEEOI[| R0 26) . (24)

Damit ist eine der im weiteren Verlauf wichtigen Abschétzungen bewiesen.
Um die andere zu zeigen, sei ¢ := b fiir 0 < p < 1 und ansonsten ¢ :=
T,(E)?. Es gilt dann wegen der Tschebyschew-Markowschen Ungleichung
und Bemerkung 1.23 beziehungsweise der Definition des Typs:

1
A(te 0[] ol >VE) < 6707 / lgell dt
0
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dori(t)fil| dt

1
_ (51)/2/
s Mli=1

< PPy AR
i=1
< ce. (2.5)

Mit Hilfe der Ungleichungen (2.4) und (2.5) und der Stetigkeit von 7" in 0
folgt nun insgesamt:

pl o e Q| max|Tfi(z)] >0)

E

< 2 [ AR 25) nlds)
Q
< 2 (A RO 2 Vi llall, ) ud)+2 [ ACt] ], = V5 ) atda)
Q Q
1
= 2//X{<x',ﬂ>|&/<t/>zﬁ lgu 1 (%:) dt p(dz) + 2ce
Q 0
1
= 2 [ (x| B0) 2 V5 ) di + 22
0
1
_ 2/u<1‘| T (lgell; 00) ()] = V3 ) dt + 2
0
1
< 2 [ edt+2ce=2(c+1)e.

o\

Da diese Abschéitzung unabhingig von n ist, gilt auch

p(x e Qsup|Tfu(x)]>0) < 2(c+1)e,
n>1
womit die Ungleichung (2.3) bewiesen ist. <
Zusammen mit Bemerkung 2.5 folgt nun sofort:

Korollar 2.9 (Nikishin) Seien 0 < p < oo und q := min{2,p}. Dann
ezistiert zu jedem v-sublinearen, in 0 stetigen Operator T : L,(p) — Lo(v)

ein Gewicht w € L' (v), so dafs fir alle f € L und o > 0 gilt:
o p M g

[ v ao) < (”J;”P)q

T f[>a
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2.3 Ein Satz von Stein

Nachdem in den vorherigen beiden Abschnitten gezeigt wurde, dafl jeder Operator
T :L,(G) = L,(G) eine Ungleichung der Form

| v < ('fa”) (2.)

T f|>a

fiir geeignete w und ¢ erfiillt, soll jetzt versucht werden, fiir bestimmte Klassen von
Operatoren das Gewicht w durch eine Konstante ¢ > 0 zu ersetzen. Die Stetigkeit im
Maf impliziert fiir solche Operatoren dann den schwachen Typ (p, ¢). Obwohl die Siitze
dieses Abschnittes ohne Vorbereitung bewiesen werden kénnten, werden die benutzten
Techniken in einem allgemeineren Rahmen vorgestellt, da dieser es gestatten wird, die
Methoden fiir andere Problemstellungen zu modifizieren. Es sei daher jetzt schon auf
die Abschnitte 2,3 und 4 des fiinften Kapitels verwiesen.

Im folgenden sei (G, -) eine lokalkompakte Gruppe und + ein linkes Haar-
maf. Zuséatzlich wird gefordert, dafl v o—endlich und auch ein rechtes
Haarmaf ist. Insbesondere ist G also unimodular. Falls G kompakt ist,
soll zudem ~ normalisiert sein. Man beachte dabei, dafi kompakte Grup-
pen stets unimodular sind (vgl. [13], 15.13.). Die im folgenden wesentlichen
Beispiele sind die lokalkompakten, nicht kompakten Gruppen

(R™,+,A"),  (RT,, A7), (GL(n),)
sowie die kompakten Gruppen
(T, -, Ar), (SO(n),-) und (ON(n),-) .

Diese Beispiele finden sich in ([13], 15.17. ¢), d), f), 15.28. a), sowie 4.25.).
Die Berechung der Haarmafle auf den Matrizengruppen ist dabei fiir die
weiteren Sétze unerheblich, es geniigt ihre Existenz. Sind f,g € Li(G), so
ist die Faltung von f und g durch

frg(x):= /Gf(y) g(y~"'z) v(dy)

fiir fast alle z € G definiert (vgl. dazu [13], 20.10.).

Die Gruppe G operiert auf einer Menge €2 vermoge einer Verkniipfung

G xQ = Q
(r,w) — z-w,

falls diese Verkniipfung (zy) - w =2z (y-w) und 1-w = w fir alle z,y € G
und w € € erfiillt. Ist es klar, um welche Verkniipfung es sich handelt, wird
- hiufig auch weggelassen. Ist A eine o—Algebra auf €2, so kann es Mafle
w auf (€, A) geben, die sich mit der Operation von G auf €2 | vertragen®.
Eine genauere Beschreibung liefert die folgende Definition:
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Definition 2.10 Sind p ein o—endliches Maf$ auf (2, A) und A : G —
R* eine meflbare Funktion, so operiert G A-invariant auf Q vermoge -,
falls G auf 2 vermdge - operiert, - mefSbar ist und fir alle f € Lfo (1) und

alle v € G gilt:
v) / F(w)p(dw) = / F o w)pu(dw).

Fir A =1 wird ferner gesagt, dafi G invariant auf Q2 operiert. In diesem
Fall heifst p auch G—1invariant.

Bevor die wichtigsten Beispiele A-invariant operierender Gruppen vorge-
stellt werden, sollen noch ein paar einfache Eigenschaften gezeigt werden:

Operiert G A-invariant auf Q, so gilt fir f € L7 (p) mit |||, = 1 und
alle z,y € G:

Azy) = Afzy) / F(@)uldw) = / f (g ()

Ay) / £ () ()
Y)

Die Funktion A : G — (RT,-) ist also ein Gruppenhomomorphismus.
Da ferner A(x)u(Q2) = p(zQ) = p(Q) fir alle x € G gilt, mu im Fall
1(2) < oo die Gruppe G invariant auf €2 operieren. Ist nun = € G, so gilt
weiterhin fiir alle 0 < p < oo und f € L,(i, E):

1@ )P = / 1w puldw) / @I uldw) = A) 1]

Damit ist fiir jedes 0 < p < oo und alle x € G die Abbildung

7ot Ly(, ) — Ly(p, E)
fo= flz-)

definiert, stetig und linear. Ist 1 < p < oo ferner 7..(f) = A(x)7,-1(f) fur
alle f € Ly(u, E'). Es kann nun die im weiteren sehr wichtige Klasse der
G—invarianten Abbildungen definiert werden:

Definition 2.11 Sind 0 < p,q < oo und G operiere A-invariant auf €,
so heifst eine Abbildung T : Ly(p, E) — L,(p, F') G-invariant, falls fir alle
x e G qilt:

Tor,=m1,01T.
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Fir 1 < p,q < oo ist ein stetiger, linearer Operator 7" : L,(u, E) —
L,(p, F) mit T"(Ly (p, F')) C Ly (1, E') demnach genau dann G-invariant,

wenn es T\,Lp/ (1, F') ist.

Beispiele 2.12 Es werden nun ein paar Beispiele die Situation verdeut-
lichen.

i.) (G,7) operiert invariant auf sich selber vermdge der Gruppenmultiplikation.
G—invariante Operatoren werden translationsinvariant genannt.

ii.) Die Gruppe GL(n) operiert durch Anwendung von A € GL(n) auf x € R™ auf
dem R™. Setzt man A(A) = |det A|~! fir A € GL(n), so kann mit der Trans-
formationsformel (siehe z.B. [8], 17.5.) gezeigt werden, daf$ sie A-invariant auf
R"™ operiert.

iii.) Betrachtet man die Untergruppen ON(n) und SO(n) von GL(n), so operieren
diese sogar invariant auf dem R™. Im Fall n > 2 heiffen SO(n)-invariante Ope-
ratoren rotationsinvariant. Fir n = 1 heiffen ON(1)-invariante Operatoren rota-
tionsinvariant.

iv.) Auf dem R™ operiert ferner (RT,-) vermdge der Skalarmultiplikation. Setzt man
A(t) =t" firt € RY, so ist diese Operation A-invariant. Die RT -invarianten
Operatoren heiffen dilatationsinvariant.

Bemerkung 2.13 Operiert G A-invariant auf (Q, u) und ist A # 1,
so gibt es im Fall 0 < p # q < oo keinen nichttrivialen Operator
T : Ly, E) = Ly(p, F'), der p—homogen, G—invariant und stetig in
0 ist.

Beweis: Ist T : Ly(pt, E) — Ly(p, F') ein p—homogener, G—invarianter
und in 0 stetiger Operator, so gilt fir f € L,(p, E):

IT£ll, = Al@) " PInTfll, < Al) PN Imafll, = A)Y2 T, -

Ist dann z, € G mit A(z,) # 1, so ist entweder A(z,)9"Y/? < 1 oder
Az lr = A(x,)/P=1/7 < 1. In beiden Fillen folgt aus der obigen
Ungleichung notwendigerweise T' = (. «

Die letzte Bemerkung entmutigt zunéchst etwas. Die Beispiele aus 2.12
werden jedoch im Laufe der Arbeit die vorangegangenen Definitionen noch
rechtfertigen.

Um fiir G—invariante, stark durch L, - (p) faktorisierende Operatoren die
resultierenden Gewichte néaher zu bestimmen, bedarf es noch einer kleinen
Uberlegung: Fiir 0 < p < oo und 0 < ¢ < oo sei dazu T': Ly(p) — Lo(1)
ein p—sublinearer und G-invarianter Operator, der stark durch L, (/)
faktorisiert. Nach Bemerkung 2.5 gibt es dann ein Gewicht w € L, (p),
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das die Ungleichung (2.6) erfiillt. Da fir f € L,(), y € G und o > 0
weiterhin

y Hw e QTf(w)| > o} = {w] [T f(yw)| > a} = {w € Q|T(7,f)(w)| > a}
gilt, folgt dann:
[ e ua) = 2 [ e sa)
Tf>0 yL{ITf|>a)

= A [ ) uld)

T (ry f)I2ex

A (nfyju,,>

= A(y)r (”f”p)q _ (2.7)

«

IA

Mit dieser Ungleichung kann nun das Ziel diese Abschnittes leicht bewiesen
werden:

Satz 2.14 Sind 0 < p < o0, 0< g <ooundT : L,(G) = L,(G) ein -
sublinearer, translationsinvarianter, in 0 stetiger Operator, der stark durch
L, «(G) faktorisiert, so existiert ein w € C(G) mit w > 0, so dafs fir alle

f € Ly(G) und o > 0 gilt:
w(e) 2 < (L) 2.5

«

ITf|Ze

Ist insbesondere G kompakt, so ist T vom schwachen Typ (p,q).

Beweis: Wie eben bemerkt, gibt es ein Gewicht @ € L."(G), so daB fiir
alle f € L,(G), y € G und « > 0 die Ungleichung

w(y~tw) y(dr) < (”pr)q

(67

ITf|Ze

erfiillt ist. Es ist ferner klar, daf ohne Einschrinkung @ € L. (G) an-

genommen werden kann. Ist nun h € L; (G) mit [|h]], = 1, so ist
w := hxw > 0 und stetig nach ([13], 20.16.). Fiur alle f € L,(G) und
a > 0 gilt dann insgesamt:

[ v = [rw) [ ot 2 ()

ITf|ze G ITf|ze
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/(||‘Q|p>qh(y) (dy)
_ C&flp)q |

Ist G kompakt, so kann w durch ¢ := min{w(z) | = € G} >
0 ersetzt werden. Damit ist dann 7' vom schwachen Typ (p,q) mit
|7 : Ly(G) = Lyso(G)|| < 7t «

Mit Hilfe von 2.9 und 2.6 folgt nun sofort:

IN

Korollar 2.15 Sind 0 < p < oo, G kompakt und T : L,(G) — Lo(G) ein
~v—sublinearer, in 0 stetiger und translationsinvarianter Operator, so st
T in den folgenden Fdillen vom schwachen Typ (p,q):

i.) ¢ = min{2, p}.

it.) ¢ = p, falls T auch monoton ist.

Ist G = R", so ist ein im Mafl stetiger Operator nicht automatisch vom
schwachen Typ (p, q). Unter zusédtzlichen Annahmen an den Operator ist
diese Schlufifolgerung jedoch méglich, wie der néchste Satz zeigt:

Satz 2.16 Sind 0 < p < oo und T : L,(R™) — L,(R™) ein A"-sublinearer,
translations- und dilatationsinvarianter, in 0 stetiger Operator, so gelten
die folgenden Implikationen:

i.) Faktorisiert T' stark durch L, (R™), so ist T vom schwachen Typ

(p.p)-

ii.) Faktorisiert T stark durch Ly,i. (R™) fir eine >0, so ist T = 0.

Beweis: Faktorisiert T' stark durch L, o (R"™) fiir ¢ > p, so existiert nach
Satz 2.14 ein w € C(G) mit w > 0, das die Ungleichung (2.8) fiir alle
f € L,(R") und alle o > 0 erfiillt. Da T dilatationsinvariant ist, folgt dann
mit der Ungleichung (2.7) und dem Lemma von Fatou fiir alle f € L,(R")
und alle o > 0:

/ w(0) de = / lim inf w(i ') dz
1— 00
ITf|>e ITf|>e

< liminf w(i~'z) dx

ITfI>a

q
< liminf *(-9/P) <m) _

- i—00 o
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Ist nun ¢ = p, so folgt liminf, ,o, "(*=9/?) = 1, und damit ist 7" wegen
w(0) > 0 vom schwachen Typ (p, p). Andernfalls ist lim inf;_,,, i"~9/P) =
0 und damit folgt || Tf||, ., = 0 fiir alle f € L,(R"), das heifit 7' = 0. «

Zum Schluf} soll noch ein Satz vorgestellt werden, der ein typisches An-
wendungsmuster der letzten Sétze verdeutlicht:

Satz 2.17 Seien G eine kompakte Gruppe, 0 < p <2 und T, : L,(G) —
L,(G) stetig, linear sowie translationsinvariant. Existiert dann ein dichter
Teilraum E C L,(G), so daf$ fir alle f € E die Folge (T,,(f(x)) fir v-fast

alle x € G konvergiert, so sind dquivalent:

i.) Fir alle f € L,(G) konvergiert die Folge (T,,(f(x)) fir v-fast-alle
red

1.) Fir alle f € L,(G) ist die Folge (T,,(f(x)) fiir ~v-fast-alle x € G
) P g Y
beschrdnkt.

i11.) Der mazimale Operator T* der T, ist vom schwachen Typ (p,p).

Beweis: zu ii.) — tii.) : Nach Proposition 1.10 ist der maximale Operator
T* von L,(G) nach L,(G) definiert und stetig in 0. Nach Korollar 2.15
folgt dann die Behauptung.
i11.) — 4.) : Sind f € L,(G) und €,0 > 0, so existiert ein ¢ € E mit
|f = gll, <ed/4. Nach Voraussetzung gilt ferner:

p(lim sup |T,g — Thng| >¢€/2) =0.

'I”L—}()Omn

Mit h := f — g folgt damit:

,u(lirn sup |Tf — T f| > 8)

m>n

IN
=

lim sup (| Tk = Toh| + [ Tg = Trngl) > <)

m>n

sup |T,h — T,uh| > 5/2) —I—u(llm sup |Tng Tng| > 5/2)

A)OO m>n

IA
=
8
S
=
+
n
C
NS
=
=

v
™
~
[\
N—

IA
=
AAFA

4
< 2c (M> < 2c0P .
€

Also ist p(limy, o0 SUP,,>, [T f — T f| > €) = 0. Damit ist aber (7}, f(x))
fiir u-fast-alle x € G eine Cauchyfolge in R, womit i.) bewiesen ist.
Die Implikation i.) — #i.) ist trivial. «
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2.4 Bemerkungen und Ausblicke

Aus Satz 2.17 kann leicht eine Charakterisierung derjenigen p € [1,2] ge-
wonnen werden, fiir die die Fourierreihe einer jeden Funktion f € L,(T)
fast iiberall konvergiert: Bezeichnet 5, f die n—te Partialsumme der Fou-
rierreihe von f, so konvergiert S,,f genau dann nach Satz 2.17 fast iiber-
all gegen f fiir jedes f € L,(T), wenn der maximale Operator der S,
vom schwachen Typ (p, p) ist. Diese Charakterisierung geht auf Calderén
zuriick und wurde von Zygmund in ([36], S. 165) prisentiert. Bekanntlich
haben Carleson 1966 fiir p = 2 und kurz danach Hunt fir 1 < p < 2
gezeigt, dafl die Fourierreihen fast iiberall konvergieren. Dagegen hatte
Kolmogorov schon 1926 eine Funktion f € L;(T) angegeben, fiir die die
Fourierreihe {iberall divergiert. Der Satz 2.17 geht auf eine Arbeit von
Stein aus dem Jahre 1961 zuriick (Siehe [28], Satz 1). Mit Hilfe des Satzes
zeigt Stein in dieser Arbeit unter anderem relativ schnell die Existenz einer
Funktion f € Li(T), deren Fourierreihe fast iiberall divergiert (Siehe [28],
Satz 6). Zudem wird ein zu A—invarianten Maflen verwandtes Konzept
benutzt: Ist G eine kompakte Gruppe, €2 ein kompakter Hausdorff-Raum
und die Operation von G auf € stetig und transitiv, so existiert genau ein
invariantes, reguléres Borel-Wahrscheinlichkeitsmafl g auf €. Ein Beweis
dieser Tatsache findet sich in ([6], 19.9). Beziiglich solcher Operationen
und Mafle p gilt dann der Satz 2.17 nach Stein fiir G—invariante Opera-
toren.

Die Aussage 2.9 wurde 1970 von Nikishin bewiesen. Der in diesem Kapitel
eingeschlagene Weg des Beweises ist aus ([9], VI.1.7., 2.4. und 2.7.) sowie
([34], HI.H.5. und 6.) entnommen. Eine eher geschichtlich orientierte Ent-
wicklung der Sitze findet sich zudem in ([12], Kapitel 2).

Eine Reihe von Anwendungen fiir die Sétze dieses Kapitels finden sich in
([9], VI.2.10.) sowie iibersichtsartig in ([10], Part II).



Kapitel 3

Vektorwertige Ungleichungen

Zur Vorbereitung auf die nichsten Kapitel wird in diesem Kapitel untersucht, wann es
zu einem v—homogenen Operator T : Ly(p, E) — Ly(v, F) und einem 0 < r < oo ein
c € R gibt, so da8 fiir alle endlichen Folgen fi,..., f, € Ly(p, E) gilt:

1/p 1/q

[zt | el [Cla@I e | G
o =1 o =1

Im ersten Abschnitt wird zunéchst diese Ungleichung interpretiert. Sodann werden ein-
fache Beispiele vorgestellt und die Wirkung von Multiplikationsoperatoren hinsichtlich
dieser Ungleichung untersucht. Schliellich werden duale und im Falle £ = F' = R po-
sitive, lineare Operatoren behandelt.

In einigen Fillen erfiillt jeder stetiger Operator T : L,(u, E) — L,(v, F) die Unglei-
chung (3.1). Solche Félle werden mit Hilfe des Typs und Kotyps der Rdume E und
F in den folgenden Abschnitten aufgezeigt. Der zweite Abschnitt behandelt dabei den
Fall r = 2, der dritte Abschnitt den Fall r #£ 2.

3.1 Einfache Eigenschaften und Beispiele

Die Ungleichung (3.1) wird in diesem Abschnitt als gleichméBige Beschrinktheit von
T zugeordneter Abbildungen interpretiert. AnschlieBend werden einfache, aber funda-
mentale Beispiele von Operatoren, die die Ungleichung erfiillen, vorgestellt. Danach
wird die Wirkung von Multiplikationsoperatoren auf die zugrunde gelegten Indizes p
und ¢ untersucht und die ,,Dualisierung® der Ungleichung (3.1) behandelt. Zuletzt wird
gezeigt, dafl positive Operatoren die Ungleichung (3.1) stets erfiillen.

Um im weiteren einfacher reden zu kénnen, wird die folgende Sprechweise
eingefiihrt:

Definition 3.1 Sind 0 < p,q < 00, 0 < r < oo und T : Ly(p, E) —
L,(v,F) eine v—homogene Abbildung, so wird mit m,(T) das Infimum

35
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aller ¢ € R bezeichnet, fir die fir allen € N und alle fi, ..., f, € Ly(1, E)
die Ungleichung

(Z TN (Z I

erfillt ist. Ist m,.(T) < oo, so wird gesagt, dafi T eine Marcinkiewicz-
Zygmund- oder vektorwertige Ungleichung in r einhdlt.

<c

Ist m,.(T') < oo, so mufl 7" notwendigerweise in 0 stetig sein und ||7]] <
m,(T') gelten. Eine Umkehrung gilt jedoch nicht, wie zum Beispiel die Fou-
riertransformation F : La(R") — Lo(R™) im Fall = 1 zeigt (siehe hierzu
[4] 7.5., S.83f). Analog konnte auch my(.) definiert werden, in Hinblick auf
die zentralen Satze 4.3 und 4.7 des néchsten Kapitels erweist sich der Fall
r = oo fiir diese Arbeit jedoch als tiberfliissig. Sind fi1,..., f, € Ly(1, E),
so ist (f1,..., fn) € Ly(p, £2(E)), und es gilt:

1o B, () = / Zuﬁ )9 )

Da sich jedes f € L,(u, ¢} (E)) eindeutig durch ein solches n-Tupel
von Funktionen fi,...,f, € L,(u, E) darstellen lafit, ist fiir einen
v—homogenen Operator T : L,(, E) — L,(v, F') jede der Abbildungen
T Ly(u, G(B)) = Ly(v, 6(F))
(S, fo) = (Th Th)
definiert. Ferner ist klar, da8 m,(T) = sup,, || 7™ || ist, und m,(T) genau
dann endlich ist, wenn die 7 gleichmiBig beschrinkt sind.

1/q

Beispiele 3.2 Die folgenden beiden Beispiele sind zwar elementar, je-
doch fiir den weiteren Verlauf sehr wichtig, da sie spdter im Satz 4.3 als
»Grundtypen® von Operatoren mit m,.(T') < oo identifiziert werden.

i.) Sind 1 < g <oound T : Ly(p, E) = Lg(v, F') v—homogen und stetig in 0, so
gilt fir alle f1,..., fn € Ly(, E)

(/ZIITf ) v (d )) i (;/nm g dy>> q
1/q
( ST / 1) d:c>>
1/q
7 (/ S )) ,

IN

das heifit, es ist mg(T) = ||T||.
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ii.) Seien1<p<gq<oo, 1:= % — L und My : Ly(u, E) = L,(p, E) fiir g € Lo (p).

a
Es ist dann Mg(") 2 Lg(p, 0(E)) — Lyp(p, 02 (E)) wieder ein Multiplikations-
operator von g, der mit M bezeichnet wird. Wegen ||M| = ||g||, folgt somit
my(Mg) = [ M-

Das folgende Lemma erleichtert hiaufig die Arbeit mit vektorwertigen Un-
gleichungen der Form (3.1).

Lemma 3.3 Sind 0 < p; < p < 0o sowie 0 < q < ¢ < o0, und setzt man

1 1 1 1 1 1

o ¢ @ a p p’

so sind fir jeden v-homogenen Operator T : Ly(pu, E) — L,(v, F) und
jedes 0 < r < oo dquivalent:

i.) m.(T) < 1.
ii.) Fiir alle g, € Lif(u) und alle gy € Liz(u) mit Hg1Ha1 = ngHQZ =1

qgilt:
my (Mg, TM,) < 1.

Ist dabei eines der a; = 00, so ist es hinreichend, in der zweiten Bedingung
gi = 1 zu fordern.

Beweis: i.) — ii.) : Da m, (Mg, ) =m,(M,,) = 1 ist, folgt diese Implikation
wegen || (Mg, T'M,,)™[| < [T™].

it.) — 4.) : Sind fi,..., fn € Ly(p, E), so existieren nach Lemma 1.16
g1 €W, (1) und g5 € WiQ(V), so daB

n a1
([ smoman) = ( [t )

und

1/101
(/ ZIIsz WP g (y )V(dy)> (/ ZIIsz WPrv(d ))

gilt. Dabei ist zu beachten, daf fiir a; = oo die entsprechende Gleichheit
leicht durch g; = 1 realisiert werden kann. Ferner ist fiir alle 1 < j <n

1/q

1/p

gr 1A O, < gfl(z ALY € Ly (1)
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und damit g; ' f; € Ly, (i, E). Mit der Voraussetzung gilt dann

1/p
/ ZHTf; TP (d >)
1/pl
- ([ s oyl o)
1/q1

[0l v

B 1/q
- /lefz Tyl >>,

das heifit, es folgt insgesamt m,(7") < 1. Insbesondere ist der Zusatz fiir
a; = oo bewiesen, da in diesem Fall nur das Gewicht v; = 1 fiir die
Implikation benotigt wird. <«

IN

Die Implikation éi.) — i.) ermdglicht es in bestimmten Situationen, die
zu betrachtenden Rédume ,,anzupassen®. Dies wird sowohl in den néchsten
Abschnitten, als auch im folgenden Kapitel eine wichtige Rolle spielen.

In Lemma 1.2 wurde gezeigt, daf8 sich L, (u, E') in L,(u, E)" norm-
gleich einbetten lafit. Dies gilt also insbesondere auch fiir L, (u, (7 (E)’)
in L,(i1,/*(E))". Da sich *(E)" wiederum durch (7 (E’) darstellen li8t,

kann diese Einbettung konkretisiert werden:

Lemma 3.4 Sind 1 < p,r < oo undn € N, so sind die Abbildungen
Ly(p, G3(E") = Ly G (E))

(f{77f1/1) = <(f17-~-; HZ/ El]gﬁb(dl’))

und

Ly(u, CH(E)) = Ly (u, €3 (E"))

(Frooeo fo) ((f{,..., HZ/ E/E,u(da:))

lineare, metrische Injektionen.

Beweis: Die Abbildung
L:0W(E) — ((B)

(?Aa?yiz) = <<y177yn) HZ<?/7{73~/Z>E’7E>

=1
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ist eine metrische Bijektion. Damit ist auch die Abbildung

Iy LP’(M7€Q/(E/>> - LP'(/%g?(E)/)
(1o fn) = (= L((fi(2), - fol@)
eine metrische Bijektion. Bezeichnet nun F' := ¢(E) und I3 die in Lem-
ma 1.2 vorgestellte metrische Injektion von L, (u, F') nach L,(u, F)', so

ist Iy := I3 o Iy wieder eine metrische Injektion. Da fiir (ff,...,f!) €
Ly(p, 0% (E")) und (f1,..., fn) € Ly(p, £7(E)) zudem gilt:

Lo((f1s - D (o5 fa))
= [3(12 f177f7/1)))((f177fn))
I2 f177f7/1>> (x)v(fla“'ufn)(x»F’,F M(dx)

(L (i), - fa(@) s (o), - fl@))ep iy gy i)

J
J

= Z/ Ve .p p(dr),

ist die erste Behauptung bewiesen. Die zweite Gleichung kann, wenn man
die Einbettungen

Ly(p1, 0}(E)) = Ly(p, (2(E")) = Ly (1, €5 (E"))'
bedenkt, analog bewiesen werden. <«

Um aufwendige Notationen zu vermeiden, wird im weiteren der Raum
Ly (p, E') als ein Teilraum von L,(u, E)" angesehen. Der nichste Satz zeigt
nun, dafl unter einer , verniinftigen* Dualitdtsbedingung ein Operator ge-
nau dann eine vektorwertige Ungleichung in r erfiillt, wenn sein dualer
Operator eine solche fiir ’ einhalt.

Satz 3.5 Seien 1 < p,q< oo, 1 <r <ooundT : L,(u,E) — L,(v, F)
linear und stetig mit T'(Ly (v, F')) C Ly (p, E'). Dann sind dquivalent:

i.) m(T) < 1;

ii.) my (T

(v F’)) <1, das heifit, fir alle fi,..., fn € Ly(v, F') gilt:

1/¢ 1/p'

/ S A i) / S U i

Beweis: i.) — 4i.) Ist n € N, so gilt nach Voraussetzung |[T™|| < 1
und damit auch |70V < 1. Ist nun (f/) € Ly (v, £%(F")), so ist nach

2
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Voraussetzung T ((f!)) € Ly (p, 0% (E")) und fiir (f;) € Ly(p, (*(E)) gilt

7'/

mit der ersten Einbettung aus Lemma 3.4:

n n

(T D), ) =D AT fy =D LT = (), T () -

=1 i=1

Also ist (TM)'((f) = T'™((f])) fiir alle (f) € Ly (v, % (F")), womit
insgesamt H(T" Lo(v, F,))(”)H < 1 folgt.

ii.) — i.) Diese Implikation kann analog mit der zweiten Einbettung aus
Lemma 3.4 bewiesen werden. <«

Es wird abschliefend gezeigt, dal monotone, lineare und stetige Operato-
ren immer eine Marcinkiewicz-Zygmund-Ungleichung in r erfiillen.

Proposition 3.6 Seien1 <p,q <ooundT : L,(u) — L,(v) eine stetige,
lineare und monotone Abbildung, so gilt fiir alle 1 < r < co:

m,.(T) = |||

Beweis: Ist B eine abzéhlbare und dichte Teilmenge der Einheitskugel von
0r,, so gilt fiir (z;) € £ nach dem Satz von Hahn-Banach:

(Z |2:]")!" = sup{ |Zaz‘l’z‘| | () € B}

Sind dann fi,..., fn € Ly(u), so folgt fiir alle (o) € €7 mit [[(ay)]],, <1
und p—fast alle w € Q:

|Zaz‘fi(w)| < (Z | fi(w)|)Y

Mit der Monotonie und Linearitiat von T gilt damit fiir v—fast alle y € O:

n

(Z|Tfi(y)|r)1/r = SUP‘“(Z aTf:)(y) | (i) € B}

=1

= SUP{|T(Z aifi)|(y) | () € B}

IN

sup{T'(| Zaifil)(y) | (i) € B}

IN

T((Z L)) ().
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Insgesamt folgt deswegen:

1/P 1/p
/<Z|sz"r)p/rd’/ = /‘T<(Z|fz‘|r)l/r> "dv
o =1 5 i=1
1/q
< |7 Q/<;|fi|’">q/rdu <

3.2 Vektorwertige Ungleichungen fiir » = 2

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daB fiir 1 < p,q < oo jeder lineare und stetige Ope-
rator T' : Ly(p, E) — Lp(v, F') eine Marcinkiewicz-Zygmund-Ungleichung in 2 erfillt,
sofern £ vom Typ 2 und F' vom Kotyp 2 ist. Im Fall E = F' = R wird ferner my(7T)
genauer abgeschétzt und mit Hilfe der Grothendieckschen Ungleichung auch der Fall
p = 1,q = co behandelt.

Satz 3.7 Sind 1 < p,q < oo, E ein Banachraum vom Typ 2 und F ein
Banachraum vom Kotyp 2, so gilt fiir jeden stetigen und linearen Operator
T:Ly(u, E)— Ly(v, F):

my(T) < Co(F) To(E) K2 Ky, [T,
wobei ¢, := max{2, q} ist.

Beweis: Es wird zunédchst der Fall 1 < p < 2 < ¢ < oo bewiesen. Sind
dazu fi,..., fn € Ly(u, E), so gilt:

1/p

p/2 1/p

[Ty v
S RO ()

o [ ([

0 0 F

1 1/p

IN

A
N
=
Z

—
O
~
(_\
i
3
=
e
N————
S
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1/q
< Co(F) Ky |7 > (t)i(a) | pla) d
1 , a/2 1/q
< OyF) Ky K, |T) / / S r(Ofia)| dt|  utda)
Q 0 B
1/q

n

< G(F) To(E) Ky K, |IT) / SO @22 u(d)

=1

Seien nun 1 < p, ¢ < oo, p; := min{2, p} und a% = é — qil, a% = pil — %.
Fiir g1 € L (1), 92 € L, (v) mit ||gi]l,, = llg2ll., = 1 erfiillt dann der
Operator
My, My,
Ly (1, E) Ly(p, E) Ly(v, F) Ly, (v, F)

wegen des schon bewiesenen Falles
ma (Mg, TMg,) < Co(F) To(E) Ko Ky |[T]].
Nach Lemma 3.3 ist damit die Behauptung insgesamt bewiesen. «

Der Satz 3.7 wurde im Fall E = F =R und 0 < p, ¢ < oo schon von Mar-
cinkiewicz und Zygmund mit Hilfe von GauBfolgen bewiesen (siehe dazu
9], V.2.7., S5.484f.). Auf diese Weise entsteht eine andere Abschitzung von
my (7T, die fiir 0 < ¢ < p < oo beispielsweise

my(T) = [T

ergibt. Im Satz 3.7 ist der extreme Fall ¢ = co und p = 1 bedauerlicher-
weise ausgeschlossen. Fiir den skalarwertigen Fall kann dieser jedoch mit
Hilfe der Grothendieck-Ungleichung bewiesen werden:

Satz 3.8 Ist T : Loo(u) — Li(v) ein stetiger, linearer Operator, so gilt:
my(T) < K¢ ||T|

Dabei bezeichnet K¢g die sogenannte Grothendieck-Konstante.

Die Behauptung kann zunéchst fiir Operatoren 7' : ¢ — (7 mit der
Grothendieck-Ungleichung bewiesen werden. Durch ,lokale Techniken*
kann dann im zweiten Schritt der Fall T': Lo, (u) — L1 (v) gezeigt werden
(vgl. dazu die Schritte 1 und 2 des Beweises von [18] Vol. II, Satz 1.f.14.,
S.93f.). Ein anderer Beweis findet sich in ([4] 26.3.).
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Mit Lemma 3.3 erméglicht der letzte Satz auch eine bessere Abschiatzung
von my(7T) fiir lineare und stetige Operatoren T' : L,(u) — L,(v) im
allgemeinen Fall 1 < p,q < o0.

3.3 Der Fall r # 2

Analog zum vorigen Abschnitt werden jetzt Abschéitzungen von m,.(T) fiir r # 2 mit
Hilfe von Struktureigenschaften von E und F gewonnen. Dafiir wird jedoch ein ,, Typ*“-
Begriff benottigt, der nicht auf der Rademacher-Mittelung beruht. Zuerst werden daher
geeignete Mafle zur Mittelung vorgestellt.

Ist p ein endliches MaB auf (R, B), so bezeichnet i : R — K die fiir alle
x € R durch
fi(x) = / e pu(dy)

o0

definierte, aus der Wahrscheinlichkeitstheorie bekannte, charakteristische
Funktion von p. Gilt () = exp(—|.]?), so heifit das Mafl p-stabil. Ist
(Q, A, p) ein endlicher Mafiraum, so wird eine mefibare Abbildung f :
Q) — R p-stabil genannt, falls ihr Bildmafl f(u) dies ist. Die Existenz p-
stabiler Mafle sichert der folgende Satz, dessen Beweis man zum Beispiel
in ([4], 24.2. und 24.3.) findet.

Satz 3.9 Fir 0 < p < 2 existiert genau ein p-stabiles Maf$ auf (R, B).

Im weiteren wird das p-stabile Ma8 auf (R,B) mit p, notiert. Es kann
gezeigt werden, daf3 p; sogar ein symmetrisches Wahrscheinlichkeitsmaf
ist (siehe [4], 24.3.). Weiter bezeichnen p, das Produktmafl der s auf
R = Hle und 7; die i-te Projektion von R* auf R. Die m; bilden
somit fiir 0 < p < 2 eine Folge p-stabiler, symmetrisch und identisch
verteilter, stochastisch unabhéngiger Abbildungen auf (R>, B>, u,,).

Mit Hilfe der MaBe g, kann nun eine andere Art von , Typ“ definiert
werden:

Definition 3.10 Sind E ein Banachraum und 0 < p < s < 2, so hat B
stabilen Typ (s,p), falls es ein ¢ € R gibt, so daf fir alle z1,...,z, € E

qgilt:
» 1/p n 1/s
( / Ms(dw)> <o (Z ||x,-||;> .
e i=1

E
In diesem Fall wird die kleinste solche Konstante ¢ mit T} ,(E) bezeichnet.

n

> mi(w)x;

=1




44 KAPITEL 3. VEKTORWERTIGE UNGLEICHUNGEN

Ein mit der Kahane-Ungleichung vergleichbares Frgebnis von J.
Hoffmann-Jgrgensen in [14] liefert die Unabhéngigkeit dieser Definition
von p.

Satz 3.11 (J. Hoffmann-Jgrgensen) Sind 0 < p < ¢ < s < 2, dann
existiert eine Konstante 0 < b, , < 00, so daf fiir alle Banachriume E

und alle xv,...,x, € E gilt:
» 1/p
N8<dw)> :

q 1/q
(/ Ms(dw>> < bspg (/
Roe E Ree E

Ist also ein Banachraum vom stabilen Typ (s,p) fiir ein 0 < p < s, so ist
er dies fiir alle 0 < p < s. Im weiteren wird daher hiufig nur vom stabilen
Typ s gesprochen. Das folgende, in ([26] exp. 7.) zu findende Ergebnis
besagt zudem, daf jeder Banachraum ,stabilen Kotyp (s,p)* hat:

n

> mi(w);

i=1

n

> mi(w);

=1

Satz 3.12 Fir jeden Banachraum E und alle 0 < p < s < 2 gibt es eine
Konstante c € R, so daf fiir alle z4,...,x, € E gilt:

n 1/s » 1/p
(}jwﬁm> Sc<4w /%wm) .

E
Die kleinste solche Konstante ¢ wird in diesem Fall mit Cs,(E) bezeichnet.

i mi(w)Ti

i=1

Um den stabilen Typ mit dem Typ vergleichen zu kénnen, wird noch der
folgende Satz benotigt, dessen Beweis in ([4], 24.3. und 24.4) zu finden ist.

Satz 3.13 (Lévy) Seien 0 < g < p < 2, so ist

%@:(Aummmow:(/mmwwwuwym<m,

das heifst es ist m; € Ly(p,). Ferner gilt fir alle (o;) € €,:
o0 1/p 0o 1/q
Cpq (Z |04z'|p> = (/R |Zaﬂi(w)|qﬂp(dw)>
i=1 * =1

Der néchste Satz garantiert nun, dafl es Banachrdume vom stabilen Typ
p gibt. Dabei wird der stabile Typ eines Raumes durch seinen Typ ,,ab-
geschatzt .
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Satz 3.14 Sind 1 < q¢ < s < p < 2 und E vom Typ p, so ist E vom
stabilen Typ (s,q), und es gilt:

Tso(E) <c,

p,

; Coq Cps Tp(E).

Beweis: Sind x1,...,x, € F, so gilt wegen der Unabhéngigkeit und der
Symmetrie der (m;) fiir alle ¢ € [0, 1[:

- [ [z imms)(d(wl,...))
= /oo éwzxz i@

— /OO é:lri(t)m(w)ilii

q

s (dw)

i

(ri()mi) (ps) (d(wr, - )

q

s (dw).

E

Damit folgt dann insgesamt mit Hilfe des Satzes 3.13:

/ qE us(dw)>1/q
- ([ L

Sl

1/q
,us(dw)dt>

n Y (w)x;

< ([ ( [ [ romeon Zdt)qmusww) .

< In (Z m(w)xig)mus(dw) :

= e ([ [ [ o e maom)
— cah T | [ (gum xzz>q/sup<d<> :

<

n 1/s
Cosq Cpg Tp(E) / PR EAGE Mp(dg))
<=1

— i 58 (X (ol [ i up(ck))) )

i=1
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n 1/s
Cs,q Cp,s C;,; T,(E) <Z H%HZ> . <
i=1

Interessanterweise gilt auch eine Art Umkehrung des letzten Satzes. Ist
namlich fir 1 < p < s < 2 ein Banachraum F vom stabilen Typ (s, p),
so ist er auch vom Typ s. Ein Beweis hierfiir findet sich in [27]. Dieses
Ergebnis wird hier jedoch nicht benotigt.

Es kann nun der folgende Satz bewiesen werden, der unter geeigneten

Voraussetzungen eine Abschétzung von m,.(7") fiir 0 < r < 2 liefert.

Satz 3.15 Sind 0 <p < oo, 0 < qg<r<2sowieE ein Banachraum vom

stabilen Typ r und F ein beliebiger Banachraum, so gilt fiir jeden stetigen
und linearen Operator T : L,(p, E) — Ly(v, F):

m,(T) < ¢ ||

Dabei kann im Fall p < q als Konstante ¢ = T, ,(E) C,,(F) gewdhlt
werden. Im Fall ¢ < p < r kann sie dagegen als ¢ = T, ,(E) C,s(F) fiir
jedes 0 < s < q gesetzt werden. Firr < p gilt schlieflich m,.(T) = ||T||.

Beweis: Zunéchst soll der Fall 0 < p < ¢ < r < 2 bewiesen werden. Sind
dazu f1,..., fn € Ly(p, E), so gilt mit den vorangestellten Sétzen:

(/ ZnTﬁ myru(d >>1/p

p 1/p

< ( / / |Emerio Fm(dw)u(czw)

» 1/p
= ( . w) fi)(y) V(dy)ur(dw)>

F q p/q 1/p
< eI | [ (/ S ) i) u(d$)> o (o)

q 1/q
< Tl [ ]| Emeine u(dw)ur(dw)>

q 1/q
— (P / || ur(dw)u(dl’)>

1/q

< T (B) Cop(F) IT) (/ (I n >) .
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Der allgemeine Fall kann nun wieder mit Hilfe von Multiplikationsope-
ratoren und dem Lemma 3.3 bewiesen werden. Auf diese Weise ergibt
sich dann unter anderem die Abschétzung fiir den Fall ¢ < p < r. Die
genauere Abschatzung fiir den Fall » < p folgt dagegen sofort aus der
kontinuierlichen Minkowski-Ungleichung. Da diese Gleichheit jedoch nicht
weiter benotigt wird, kann hier auf den Beweis verzichtet werden. <

Durch Dualisierung kann nun auch der Fall 2 < r < oo behandelt werden.

Korollar 3.16 Fs seien 1 < ¢ < 00, 2 < r < p < oo und ein stetiger,
linearer Operator T : L,(u, E) — L, (v, F) mit T'(Ly (v, F')) C Ly(p, E')
gegeben. Falls dann F' ein Banachraum vom stabilen Typ v’ ist und E ein
beliebiger Banachraum, so gilt:

m,.(T) < ¢|[T]|.

Dabei kann im Fall p < q als Konstante ¢ = T,y (F') Cy o (E') gewdhlt
werden. Im Fall v < g < p kann dagegen ¢ = T, y(F') Cp s(E') fiir jedes
1 < s <yp gesetzt werden. Fir q <r gilt wieder m,.(T) = ||T|.

Beweis: Zundchst wird der Satz 3.15 auf den dualen Operator T’
Ly(v,F') — Ly(p, E') angewendet. Mit Hilfe des Satzes 3.5 folgt dann
die Behauptung. «

In den letzten beiden Sétzen ist zu beachten, dafi die Anforderungen an
den stabilen Typ im Fall E = F' = K immer erfiillt sind. Der Satz 3.14
ermoglicht es zudem, den geforderten stabilen Typ durch eine stérkere
Anforderung an den Typ von FE, beziechungsweise F’ zu ersetzen.

3.4 Bemerkungen und Ausblicke

Es sei zunéchst bemerkt, daf§ die Ungleichung (3.1) auch mit Hilfe von
Tensorprodukten erklidrt werden kann. Bekanntlich ist L,(u, (7 (E)) eine
Realisierung von L, (i, E) @ ¢I'. Die auf L,(u, (7(E)) definierte Norm A,
(siehe hierzu [4], S. 77ff.) induziert daher eine Norm auf L,(u, E) ® £},
die der Einfachheit halber hier ebenfalls mit A, bezeichnet wird. Da 7™
in diesem Fall eine Realisierung von T’ ® id ist, besagt dann m,(7') <1
nichts anderes als

sup [|T ® idey : Lg(p, E) @a, £y = Ly(v, F) @4, | < 1.

Diese Interpretation wurde jedoch, so niitzlich sie auch fiir lineare Ope-
ratoren ist, in diesem Kapitel nicht benutzt, da sie fiir v—homogene und
-sublineare Operatoren so nicht moglich ist.
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Verteilungen von p, ¢ und r, bei denen m,.(7": L,(p, E) = L,(v, F)) < 0o
fiir jeden linearen Operator ist, konnen auch systematischer untersucht
werden. Dazu bezeichne k,,(r, E, F') das - moglicherweise nicht endliche
- Infimum aller ¢ € R, fiir die fiir alle Mafiraume (2, 1), (O,v) und alle
linearen und stetigen Operatoren T : L,(u, E) — L,y(v, F') gilt:

m,(T) < ¢|T] .

Die Sétze des zweiten und dritten Abschnittes lassen sich dann
auch als Abschétzungen von k,,(r, E, F') verstehen. Beispielsweise ist
kx1(2,R,R) < K¢ nach Satz 3.8. Das Lemma 3.3 beinhaltet die
»,Monotonie-Aussage“

kg (1, E,F) < kyp(r,EF)

fiir ¢; < ¢ und p; > p. Dieses wurde implizit auch in den Beweisen von
3.7 und 3.15 benutzt. Wie man leicht sieht, gilt ferner

kop(r,R.R) < kyp(r,E, F) .

Daher kann man durch Untersuchungen von £, ,(r, R, R) die Fille eingren-
zen, in denen k,,(r, E, F') endlich sein kann. Eine komplette Auflistung
aller Félle, in denen k,,(r,R,R) endlich ist, findet sich in ([5], 5.). Mit
dieser Arbeit stellt sich dann auch heraus, dafl die in diesem Kapitel be-
handelten Verteilungen von p, ¢ und r im wesentlichen alle sind, in denen
kqp(r, E, F) endlich sein kann. Uberdies sind in ([5], 4.) fiir einige Vertei-
lungen von p, ¢ und r die genauen Werte von k,,(r, R, R) berechnet.

Die Abschitzung von my(7') fiir einen linearen, stetigen Operator T ist in
gewissser Weise , kritisch“: Ist die Konstante my(7") endlich, so sind schon
alle Konstanten m,(7) fir 1 < r < oo endlich (siehe dazu [4] 7.8.). Bei
geeigneter Definition von m,(7") kann man zudem zeigen, daf§ auch der
Fall mo(7") < oo im obigen Sinne , kritisch® ist.

Da die Aj-Norm auf L;(p) ® £, der projektiven Norm des Tensorproduk-
tes entspricht und diese die metrische Abbildungseigenschaft besitzt, folgt
m,(T) < oo fiir alle stetigen, linearen Operatoren T : Ly(p) — L1 (v) und
fir alle 1 < r < 0.

Fiir positive Operatoren 1" : L (1) — L,(v) wurde in Proposition 3.6 ge-
zeigt, daB sie ebenfalls m,(T") < oo fiir alle 1 < r < oo erfiillen. Damit gilt
dies auch fiir Differenzen von positiven Operatoren. Bemerkenswerterwei-
se ist davon auch eine Art Umkehrung wahr, wie Virot in [32] 1981 gezeigt
hat (vgl. dazu [4] 7.3.,S.81 und 7.8.).

Die Ergebnisse dieses Kapitels gelten fast ausschlielich fiir lineare Ope-
ratoren. Fiir einige sublineare Operatoren kénnen die Resultate jedoch
iibertragen werden. Definiert man, daf3

ein Operator T : Ly(pu, E) — L,(v) linearisierbar heifit, falls es einen
Banachraum F und einen linearen, stetigen Operator T, : L,(u, E) —

L,(v,F) gibt, so daf$ |Tf(.)| = ||Tof()||F fir alle f € L,(u, E) gilt,
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lassen sich aus dem Satz 3.15 auch Abschétzungen von m,(7") fiir lineari-
sierbare Operatoren T' : L,(t) — L,(v) herleiten. In den Sétzen 3.7 und
3.16 tritt dagegen die Schwierigkeit auf, dal auch der Raum F' gewissen
Voraussetzungen geniigen mufl. Diese Sétze lassen sich daher bespielsweise
nicht auf maximale Operatoren anwenden. Operatoren dagegen, die sich
mit Lo(¥}) linearisieren lassen, sind ebenfalls in der harmonischen Analysis
von Bedeutung und gestatten eine Ubertragung der Sitze 3.7 und 3.16.
Fiir monotone, linearisierbare Operatoren kann zudem ein Analogon zu
Proposition 3.6 bewiesen werden (siehe dazu [9], V 1.23.).

Die Schwierigkeit, viele Satze dieses Kapitels nicht auf maximale Opera-
toren {ibertragen zu konnen, ist hinsichtlich der harmonischen Analysis
bedauerlich. Gleichwohl ist es moglich, Ungleichungen vom Typ (3.1) fiir
maximale Operatoren im Einzelfall zu beweisen. So wurden beispielsweise
fiir den Hardy-Littlewood-mazimal-operator (siehe dazu [9], V 6.1. und V
4.3., sowie [31], XII 1.1.) und fiir einige Verallgemeinerungen dieses Ope-
rators (siehe dazu [9], V 4.2.) solche Ungleichungen bewiesen.
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KAPITEL 3. VEKTORWERTIGE UNGLEICHUNGEN



Kapitel 4

Gewichtete
Normungleichungen

Im zweiten Kapitel wurde unter anderem untersucht, wann es zu einem r-sublinearen,
stetigen Operator T : Lqy(p) = Lo(v) ein Gewicht w € LZO (v) und ein ¢ €]0,p] gibt,
so daB T sogar nach L, - (wdyv) abbildet und beziiglich des Mafles wdr vom schwa-
chen Typ (g, p) ist. Der Bildraum solcher Operatoren ist dann kleiner als dies a-priori
angenommen wurde. Zudem ist auch die Stetigkeit , stirker”. Von dhnlichen Fragestel-
lungen fiir Operatoren T : Ly(u, E) — Ly(v, F') wird auch dieses Kapitel geleitet. Im
Vordergrund steht hier die Existenz geeigneter mefibarer, positiver Funktionen w; und
wy, sogenannter Gewichte, die es einerseits ermoglichen, T' als einen stetigen Opera-
tor L, (widu, E) — L, (wedv, F) aufzufassen, und die andererseits die Rdume Ly (u, E)
und/oder L,(v, F) ,verbessern®. Diese , Verbesserung® ist dabei als eine durch die
Holderungleichung bedingte, stetige Einbettung id : Ly(p, E) — L, (widp, E), bezie-
hungsweise id : L, (wedv, F') — L, (v, F') zu verstehen. Dadurch wird dann neben der
Grofie von Lg(u, E') beziehungsweise Ly, (v, F') auch die entsprechende Norm, beziiglich
der T stetig ist, verdndert. Als charakteristisch fiir solche Operatoren wird sich das
Einhalten einer Marcinkiewicz-Zygmund-Ungleichung in 7 erweisen.

Ein wesentliches Hilfsmittel fiir die Beweise dieses Kapitels wird eine Version des Lem-
mas von Ky Fan sein, die im ersten Abschnitt vorgestellt und bewiesen wird.

Im zweiten Abschnitt werden dann fiir den Fall 0 < p < r < ¢ < oo diejenigen
Operatoren charakterisiert, zu denen es Gewichte w; und ws gibt, die sowohl den De-
finitionsbereich als auch den Bildraum im obigen Sinne verbessern. Neben der schon
erwihnten Marcinkiewicz-Zygmund-Ungleichung in r wird sich fiir diese Operatoren ei-
ne Faktorisierung mit Hilfe von Multiplikationsoperatoren durch L, (u, E) und L, (v, F)
als charakteristisch erweisen, vergleichbar mit dem Satz 2.2. Als Spezialfall dieser Un-
tersuchungen ergibt sich schliellich ein Faktorisierungssatz von Maurey.

Der Endpunkt dieser Untersuchungen wird dann im dritten Abschnitt erreicht. Neben
dem Beweis eines ,allgemeinen Prinzips“ der Aquivalenz von vektorwertigen und ge-
wichteten Normungleichungen eines bestimmten Typs werden in diesem Abschnitt die
bisherigen Ergebnisse des Kapitels erortert.

o1
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4.1 Das Lemma von Ky Fan

Dieser Abschnitt enthéilt zwei wichtige Hilfsséitze. Der erste ist eine Version des Lemmas
von Ky Fan, die sich im folgenden als fundamental erweisen wird. Der zweite Hilfssatz
ist eher technischer Natur und dient dazu, das Lemma von Ky Fan im zweiten Abschnitt
leichter anwenden zu konnen.

Lemma 4.1 (Ky Fan) Sei K # () eine konveze und kompakte Teilmenge
eines separierten, topologischen Vektorraumes und K eine konvexe Menge
mit

Kc{®: K — [—00,00] | ® konkav und oberhalb stetig } .

Wenn es nun zu jedem ® € K ein x € K mit ®(x) > 0 gibt, dann existiert
sogar ein x, € K, so daf fir alle ® € K gilt:

O(z,) >0 .

Unter den Voraussetzungen des Lemmas von Ky Fan kann also ein von
® € K unabhdngiges x, € K mit ®(z,) > 0 gefunden werden.

Der Beweis basiert im wesentlichen auf den Beweis in ([22], E 4.2.), auch
wenn die hier vorgestellte Variante ein vorsichtigeres Argumentieren er-
fordert.

Beweis: Ohne Einschrinkung kann K # () vorausgesetzt werden. Es ist

dann
0 # ({e=0 =[){o=¢}
<I>6]C <I>e’C

e<0

zu beweisen. Da alle {® > e} abgeschlossen sind, geniigt es wegen der
Kompaktheit von K zu zeigen, daf§ alle endlichen Durchschnitte der Form
Ni_ {®; > &;} nicht leer sind. Seien also n € N, ®&,...®, € K und
€1,...6, < 0. Setzt man

K :={z €K |dzx) > —oo fiiralle 1 <i<n},

so gibt es wegen =Y " ®; € K nach Voraussetzung ein z € K mit

n ~
LS~ ®:(x) > 0. Damit ist K nicht leer. Es seien nun ferner
n 1=

P = {(tlavtn)eggo |€Z<tl}
Q = conv{(®y(x),..., D, (x)) el |z e K} .
Angenommen, es wire PN Q = (). Nach dem Trennungssatz von Hahn-

Banach existieren dann oy, ...,a, € Rmit Y " |a;| = 1, so daB fir alle
(t1,...,t,) € Pund alle x € K gilt:

=1 =1
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Ist nun A > 0, z € K und e; der i—te Einheitsvektor im R”, so ist Ae; € P
und daher gilt > o;®;(x) < a;A\. Fiir A — oo folgt somit a; > 0. Da
zumindest ein a; > 0 ist, gilt wegen der Ungleichung (4.1) dann fiir alle

r e K: . .
ZOQ(I)Z(.’L') < Zaisi <0.
=1 =1

Es wird nun zunéchst der Fall betrachtet, in dem alle o; > 0 sind. Fiir
jedes r € K \ K ist dann ., a;®;(z) = —oo. Damit steht die Funktion
Yor,a;®; € K aber im Widerspruch zur Voraussetzung. Die Annahme
PN Q = 0 erwies sich daher im Fall oy, ..., a, > 0 als falsch.

Es muB also noch der Fall a; = 0 fiir mindestens ein i € {1,...,n} zum
Widerspruch gefiihrt werden. Hierbei kann nun aufgrund der Konventi-
on 0-(—oc0) =0 von z € K\ K nicht mehr auf Y, o;®;(z) = —o0
geschlossen werden. Es wird deswegen im folgenden versucht, die «;
so ,abzudndern®, daf§ ein dhnlicher Schluff wie im ersten Fall moglich
wird: Da oberhalb stetige Funktionen mit Werten in [—oo, co| auf einem
Kompaktum beschrinkt sind, gibt es eine gemeinsame obere Schranke

M €]0,00[ der @4,...,®,. Ohne Einschriankung kann ferner angenommen
werden, dal es ein m € {1,...,n — 1} gibt, so daB «ay,...,a, > 0 und
Qi1 = ... =, = 0 gilt. Setzt man nun
1 n
C = — m ; Qi€

so ist ¢ > 0. Definiert man weiter

Q;

L= ——— fir i <my

B T c(n—m) iri <m
c

;= —— fir i >m

B T c(n—m) ir ¢ > m

so sind auch alle 3; > 0. Mit der Ungleichung (4.1) gilt zudem wegen
Qi1 = ... =, =0 fir alle x € K:

n 1 " .
;qu)z(x) = m ;ai¢i(x)+ Z C@j@))

1=m+1

1 n
< (Yas —m)M
= 14c(n—m) i:1a6+6(n " )

1 " 1 —
" l+cn-m) ;O"'E"_égo‘ﬁ’)

< 0.

Analog zum ersten Fall erfiillt nun wegen » ", 5, = 1 und 5; > 0 die
Funktion )" | 5;®; € K nicht die Voraussetzung des Lemmas. Das heift,



54 KAPITEL 4. GEWICHTETE NORMUNGLEICHUNGEN

die Annahme PN Q = () ist insgesamt verworfen.
Es existiert also ein (t1,...,t,) € PN Q. Nach der Definition von @ gibt
es dann Aj,..., Ay € [0,1] mit Z_l)\ =1 und z,...,2; € K, so daB

fiir alle 1 < i < n gilt:
k

=Y A\®i(x)).

j=1

Setzt man nun z := Z§:1 Ajz;, so ist x € K und wegen der Konkavitét
der ®; folgt:

k
Z)\x] 22 xj =t >¢;,

das heift, es ist z € ()_,{®; > &;}, womit die Behauptung, wie anfangs
bemerkt, bewiesen ist. «

Um das Lemma von Ky Fan im néchsten Abschnitt anwenden zu konnen,
wird noch das folgende Ergebnis benotigt:

Lemma 4.2 Sind 1 < a < o0, 1 <b<oo, fe L (n) undd # K C

L. (1) konvex und schwach-kompakt, so ist die Punktion

oK — [—00,0]
h — —/fh‘bdu
Q

konkav und oberhalb stetig beziiglich der schwachen Topologie auf K.

Beweis: Es wird zunéchst gezeigt, dal ® konkav ist. Seien dazu hy, hy €
K und A € [0,1]. Da in den Fillen A = 0 und A = 1 aufgrund der
Konvention 0 - oo = 0 nichts zu zeigen ist, kann ohne Einschrinkung
A €]0, 1] angenommen werden. Wegen der Konkavitit von s — —s~ auf
10, 00[ und einer Fallunterscheidung in p({f > 0} N {h; = hy = 0}) =0
und p({f > 0} N{hy = hy = 0}) > 0 fiir das erste Integral, gilt dann:

B(Mht + (1= \hs)
_ / £ (Mh + (1= \ho)bdp

{h1=h2=0}
— / f (Zhy 4 (1 — N)hy) bdu
O\ {h1=ha=0}

>~ [t - [ -7t

{h1=0} {ha=0}
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= [ oarmtn - [Nt
O\ {h1=0} N\ {h2=0}
= AO(hy) 4+ (1 = N)P(hs) ,

das heifit, ® ist konkav. Fiir ¢ € R ist somit {h € K | ®(h) > ¢} konvex.
Nach dem Trennungssatz von Hahn-Banach reicht es also zu zeigen, daf3
{® > e} abgeschlossen beziiglich ||.||, ist. Seien dazu h, € {® > £} und

he L.°(p) mit ||k, — h||, — 0. Dann ist h € K, und es existiert eine
Teilfolge h,,, die p-fast iiberall gegen h konvergiert. Also folgt mit dem
Lemma von Fatou

®(h) = —/fliminf hybdp > —liminf/f hytdp = —liminf —®(hy,) > €,
k—o00 k—o00 k—ro0
Q Q

das heifit h € {® > ¢}. «

4.2 Gewichtete Normungleichungen im Fall p <r <gq

In diesem Abschnitt wird das schon angekiindigte, erste Hauptergebnis dieses Kapi-
tels vorgestellt und bewiesen. Anschlieend wird noch ein wichtiger Spezialfall, der
Faktorisierungssatz von Maurey, présentiert.

Satz 4.3 Seien 1 < p <r < g<oound T : L,(p, E) = L,(v,F) ein
v-homogener, in 0 stetiger Operator. Setzt man

und

S | =

™|
"=

so sind dquivalent:

i.) Es gibt ein h € Wg(v) und weiterhin fir jedes € > 0 ein g. € Wa (1)
sowie einen v-homogenen, in 0 stetigen Operator T. : L.(u, E) —
L.(v, F) mit |T.]| <1+¢, so daf

T
Lq(,u?E) LP(Vv F)
M, M,
L.(u, E - L, (v, F
(1 E) e L)

(4.2)

kommutiert.
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ii.) Es existieren ein wy € Wa,r (1) und ein wy € Wg,(v), so dafs fiir
alle f € Ly(u, E) der Operator T die folgende gewichtete Normun-
gleichung erfiillt:

/IITf(y)IIQUJEl(y) v(dy) S/Ilf(w)ll’;wl(ﬂf) plde).  (4.3)
o Q

iii.) Fir allen € N und fi,..., fn € Ly(p, E) gilt:

T T

<

q

<z ITF I

(S IAOI)Y

p

In etnigen Fillen konnen daber die Existenzaussagen noch prizisiert wer-
den:

e st o = oo, so bleibt der Satz wahr, wenn in der Aussagei.) die Funk-
tion g und in der Aussage ii.) das Gewicht wy durch die konstante
Einsfunktion ersetzt werden. Analoges gilt im Fall f = oo.

e [st der Operator T v-sublinear oder linear, so gilt der Satz auch dann,
wenn in der Aussage i.) die Operatoren T, als v-sublinear beziehungs-
weise linear vorausgesetzt werden. Im linearen Fuall kann zudem in
der Aussage i.) das € durch 0 ersetzt werden.

Auferdem gilt der Satz zusammen mit den obigen Prdzisierungen in den
Fillen 1 <p<r<qg=occundl <p=r<q=o0, falls T linear ist und
der duale Operator T'(L, (v, F')) C Li(u, E') erfiillt.
Sind 0 < p <r < q< oo, so bleiben schliefilich die Aussagen ii.) und iii.)
einschlieflich der Prdzisierungen fir die Fdlle oo = oo und [ = oo noch
dquivalent. Dies ist im weiteren noch von Bedeutung.

Wie im dritten Kapitel schon angekiindigt, zeigt die Implikation
iii.) — i.), daB sich fir 1 < p < r < g < oo ein Operator
T : Ly(p, E) = Ly(v,F) mit m.(T') < oo in die aus Beispiel 3.2
bekannten ,, Grundtypen® zerlegen laf3t.

Auch die Aussage ii.) entspricht einer Faktorisierung:

T
Ly(p, E) ~ Ly(v, F)
1d 1d
L. (wydp, E) T L, (wy'dv, F)

Hierbei werden mit id die aufgrund der Holderungleichung stetigen
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Einbettungen f +— f und mit ,7“ die nach Aussage ii.) in 0 stetige
Abbildung T auf dem Teilraum L,(p, E) C L,(widp, E) bezeichnet. In
diesem Sinne ist der Satz 4.3 eine Charakterisierung derjenigen Ope-
ratoren, deren Definitionsraum durch Gewichte ,vergroflert” und deren
Bildraum gleichzeitig durch Gewichte ,,verkleinert“ werden kénnen.

Die Proposition 3.6 und die Sétze 3.7 und 3.8 geben Kriterien an,
unter denen ein Operator die Aussage i7i.) erfiillt. Damit erhdlt man
durch den Satz 4.3 ,automatisch” eine Zerlegung solcher Operatoren. Im
fiinften Kapitel werden einige Anwendungen vorgestellt, bei denen dieses
ausgenutzt wird.

Insgesamt dient daher der Satz 4.3 auch weniger dazu, eine Marcinkiewicz-
Zygmund-Ungleichung fiir einen Operator T zu erhalten, als vielmehr
durch m,(T) < oo auf die Aussagen i.) und #i.) zu schliefen.

Um den Beweis der Implikation dii.) — 4i.) nicht zu aufwendig fithren
zu miissen, wird zuerst das folgende Lemma, das die Bezeichnungen des
Satzes 4.3 iibernimmt, bewiesen:

Lemma 4.4 Seien ) # Ky C Ly (p) konvex und schwach*-kompakt so-
wie ) # Ky C Lﬁ 1p(V) konvex und schwach-kompakt. Eristieren dann zu
allen fi,...., fn € Ly(p, E) jeweils ein ¢ € Ky und ein h € Ky mit

(0 IHOI) =

r

@ 1OV

q

sowre

T

/Zum VIE B2 (y) w(dy) =

und gilt m.(T) < 1, so existieren ein p, € Ki und ein h, € Ks, so dafs
fiir alle f € Ly( u,E) qgilt:

<z ITFC)Im)

p

/IITf ks P (y) v(dy) < (@ 1FOI7)-

Beweis: Die Menge K = K; X K, ist konvex und kompakt beziiglich
der Produkttopologie 7 := U(Lq/T(u)/ Lqsr(1)) x o(Lgyr (i), Lﬁ/r(ﬂ)/)- Zu
n € Nund fi,..., fn € Ly(p, E) sei nun die Abbildung @, 5 : K —
[—00, 00) definiert durch:

g h %ZHﬁ Ol / ST R () v(dy).
0O =1
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Nach Lemma 4.2 ist dann die Abbildung
K3 (0.0 = [ S ITA@IE P Wv(dy)
g =1

konkav und oberhalb stetig beziiglich 7. Da ferner > 3°  [|fi(.)[", € Ly (1)
ein stetiges Funktional auf Ly, (1)” darstellt, ist @y, 7, insgesamt konkav
und oberhalb stetig beziiglich 7. Sind nun ¢ € K; und h € K, zu den
fi,- -, fn gemaB Voraussetzung gewéhlt, so gilt zudem

o nloh) = (oS IEOL) - / ST EWILH () vldy)
=1 O =1

T T

<z 1OV

> 0.

(S ITHCI

q p

Definiert man nun

s lmeNund fi,..., fn € Ly, E)}

.....

so ist I wegen der v—Homogenitat von T konvex. Da die Konvention
0- (j:%) = 0- 400 = 0 durchgehend eingehalten wurde, existiert dann nach
dem Lemma von Ky Fan ein (¢,, h,) € K, so daf§ fiir alle n € N und alle

fiooooy fo € Ly(p, ) gilt:

| IRk ) i) < (0 S ILOI)

Fiir n = 1 folgt dann die Behauptung. «

Beweis von Satz 4.3: 4ii.) — ii.) Es wird zunéchst der Fall 1 <p <r < ¢ <
0o bewiesen. Seien dazu Ki := W, (1) C Ly () und Ko := Wy, (v).
Mit der Bemerkung nach Lemma 1.16 sind dann die Voraussetzungen
des Lemmas 4.4 erfiillt. Also existieren ein g, € Wy (1) und ein h, €
Wpp(v), so daB fiir alle f € Ly(u, E) gilt:

/O \T S )17 () v(dy) < / 1@ go(z) ().

Setzt man nun w; := g, und wy := hZ/ P 50 ist die Behauptung bewiesen.
ImFall1 < p < r = ¢ < oo liefert das Lemma 4.4 auf K, := {xq} C Li(1)’
und K, := Wpy/,(v) angewendet die Behauptung des ersten Zusatzes fiir
o = 00. Analog kann durch Setzen von K := Wy,,(1) und Ky := {x0}
der Zusatz fiir den Fall 1 < p =r < ¢ < co bewiesen werden. Da in allen
drei Féllen nur 1 < a/r, /p < oo benétigt wurde und dieses auch im Fall
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0 <p<r<qg< oo gilt, kann dieser Fall einschlieflich der Zusétze fiir
a = oo und 8 = oo ebenfalls als bewiesen angesehen werden. Ferner ist
der Fall 0 < p =17 = ¢ < oo trivial.

Es wird nun der Fall 1 < p < r < ¢ = oo bewiesen. Dabei wird sich auch
ein Beweis fiir den verbliebenen Fall 1 < p =r < ¢ = oo ergeben. Es seien
dazu K == {¢ € Loo(p) | |lll <1} und Ky := Wg,(v). Nach dem
Satz von Hahn-Banach existiert dann zu allen fi,..., f, € Loo(u, E) ein
p e K1 mit

T

0> IR =

SUAON|| = |G 101

o e}

Nach Lemma 4.4 gibt es daher, wie eben, ein ¢, € Ky und ein h, € Ko,
so daB fir alle f € Lo (u, F) gilt:

/HTf(y)H;ho”p(y) v(dy) < (o, IS5 - (4.4)

Damit ist die Abbildung

S: Lo, E) — L.(v,F)
foe hr Ty
definiert, linear und stetig. Weiterhin gilt fir alle fi,..., f, € Loo(p, E):

1/r

[ sty van | = | [ S ITH@IR ) vidy

n 1/r
< (Z(%, ||fi(')||;>>

i=1
1/r

énfi(.)u;

o

<z IO

o0

Die Idee ist es nun, den Operator S zu dualisieren, um auf .S’ Lo(v, F') den
schon bewiesenen ersten Zusatz anzuwenden. Durch nochmalige Dualisie-
rung kann dann schlieflich die Behauptung bewiesen werden. Zunéchst
wird daher S'(L,/ (v, F')) C Li(p, E') gezeigt:

Aufgrund der Ungleichung (4.4) folgt T'f(y) = 0 fiir alle f € Lo (p, F)
und jeweils v-fast alle y € {h, = 0}. Zur Definition von S kann deswegen
im Moment ohne Einschrankung v({h, = 0}) = 0 angenommen werden.
Der duale Operator von M,v/» : Ly (v, F)) = Ly(v, F) erklért zudem einen

1/r
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Multiplikationsoperator
M:Ly(v,F') — Ly(v,F')
foe WP

dessen Bild wegen v({h, = 0}) = 0 nach Lemma 1.12 dicht ist. Aufgrund
von S'(M,1/»)" = T" gilt nun insgesamt:

S'(Lw (v, F")) = S (M(Ly(v, F")))
C S'oM(Ly(v,F"))
= T'(Ly(v, F"))
C Li(p, E') .

Aufgrund von m,(S) <1 ist damit nach Satz 3.5 auch mT/(S(L (v F’)) <

1. Wendet man nun den schon bewiesenen ersten Zusatz der Implikation
ii.) — ii.) auf den Operator

S/

o ) e ) = L, B

= 1 1 1 . . . .
an, erhélt man wegen ~ = il die Existenz eines g, € W/ (1), mit

dem fur alle f € L. (v, F') gilt:

SIS @I, 0, @) ntdn) < [ 1@ vid)
Q (@]

Also ist die Abbildung
R:Lo(u F) — Lu(u E)
f — g—l/r S/f
definiert, linear und stetig. Wie eben fiir S” kann ferner R'(L,(u, E)) C

L. (v, F) gezeigt werden. Da somit ho "*Tf = Sf = R'(ga ur f) fiir alle
[ € Loo(p, E) ist, folgt insgesamt:

/ sl w vy = [ R )| vy
< [15@l; 6 (@) ntaz)

Setzt man nun w; := ¢/" und wy := hY/?, so ist die Behauptung in diesem

Fall bewiesen. Beachtet man, dal im Fall 1 < p = r < ¢ = oo im obigen
Beweis S := T gesetzt werden kann, ist auch dieser letzte Fall bewiesen.
Es werden nun die iibrigen beiden Implikationen bewiesen, die jedoch nicht
soviel Arbeit verursachen:
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i1.) —1.): Es sei h := w;/r. Ist ferner € > 0, so gibt es ein g € LZO(M) mit
|G|l = e. Setzt man damit

1

. 1/r
ge = g (w (" +g) ,

so ist einerseits ||g.|| < 1 und andererseits wi/ "
der Voraussetzung fiir f € L,(u, E) gilt:

< (1+¢€)g-. Da ferner nach

T,y = [ T 0) vidy

< / 1F@) wn () pde)
< (e [ @ o) uido)
- < Loy HgsfHLT(M,E),

ist die Abbildung

S.:9dm M, — L,(v,F)
[ hTgtf

definiert, v-homogen und stetig in 0 mit ||S||, <1+ e. Nach Lemma 1.12
ist zudem Jm M, C L.(u, E) dicht. Daher 1a8t sich S. normgleich und
v-homogen auf L, (,u, E) fortsetzen. Bezeichnet T eine solche Fortsetzung,
so ist klar, daf§ das Diagramm kommutiert. Ist 7" v—sublinear, so ist dies
auch S.. Nach Lemma 1.9 gibt es dann auch eine v-sublineare Fortsetzung
T.. Analog kann im linearen Fall argumentiert werden. Setzt man in diesem

Fall g, := wi/r, so gilt dann fiir f € L,(u, E) weiterhin:

—1 T '
W= T AL, (v, 7) S N9, (4, ) -
Wegen der Linearitdt von T ist damit die Abbildung

Se:Im M, — L.(v,F)
gof — WTTf
wohldefiniert, linear und stetig mit ||S,|] < 1. Bezeichnet T, die nach

Korollar 1.13 existierende Fortsetzung von S, auf L, (i, E), so ist die Be-
hauptung auch in diesem Fall bewiesen.

i) — dii.) : Sei & > 0. Dann ist HT§”> Ly (1, 0 (E)) — Ly (v, 0*(F H
1 + ¢ und damit folgt nach Lemma 3.3 wegen T' = MhT M

1T+ Ly, €(B)) = Ly(v, 2(F))[| < 1+
Fiir ¢ — 0 folgt dann die Behauptung. «

Ist p im Satz 4.3 ein Einpunktmaf, so ergibt sich ein bekannter Faktori-
sierungssatz von Maurey als Spezialfall:
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Korollar 4.5 Sind 1 < p <r < oo und setzt man % = %— %, so sind fiir

jeden pi-homogenen, in 0 stetigen Operator T : E — L,(u, F) dquivalent:
i.) Es existieren ein h € Wg(u) und ein v-homogener, in 0 stetiger
Operator T : E — L.(u) mit |T|| <1, so dafs

T
E . LP(M7F)

M,

M~

Ly(p, F)

kommutiert. In diesem Fall ist Tf = h™'Tf fir alle f € E und
damit tbertrdgt sich eine etwaige (v-Sub-)Linearitit von T auf T.

i.) Es existiert ein w € Wy, (1), so daf fir alle f € E gilt:
L@l @) < 171

iti.) Fir allen € N und fi,..., f, € E gilt:
n 1/p n 1/r
(/Q(ZHTfi(iU)H;)p/ru(diU)) < (ZHﬁH;) . (45)
i=1 1=1

Auch hier ist zu beachten, dafl die Sétze 3.7 und 3.15 sowie die Proposition
3.6 Situationen aufzeigen, in denen die Ungleichung (4.5) ,,automatisch®
erfiillt wird. In den Sétzen 3.7 und 3.15 braucht dazu nur der Fall be-
trachtet werden, in dem g ein Einpunktmaf ist, da fiir solche Mafle ein
beliebiges ¢ gewahlt werden kann. In der Proposition 3.6 kann man dage-
gen den Fall ¢ = r betrachten und erhélt damit die Ungleichung (4.5) fiir
positive, lineare und stetige Operatoren L, (1) — L,(v).

Ist v im Satz 4.3 ein Einpunktmaf, so ergibt sich zudem leicht eine ,,duale
Version®“ dieses Faktorisierungssatzes.

Das néchste Beispiel zeigt, da man in der Aussage i.) des Satzes 4.3
im Gegensatz zu der Situation fiir lineare Operatoren bei v—sublinearen
Operatoren das ¢ nicht durch 0 ersetzen darf:

Beispiel 4.6 Es wird die aus dem Beispiel 1.8 bekannte A[o,1)-sublineare und in nur
0-stetige Abbildung

T:L([0,2]) — Li([0,1])

2 2
;oo (XQ ( /1 fdA)—xR\@ ( /1 fdA>>-f|[o,1]
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betrachtet. Zundchst gilt wegen |Tf| = |fjjoy| fir w1 := w2 = Xxjo,1) und alle f €
Lo([0,2]):

1 1 2
/ T f| w;ld)\[o’l] :/ | fio.11] dAjo,1 =/ [f| w1 dAj g -
0 0 0

Also erfillt T die Aussage ii.) des Satzes 4.8 im Fall r = 1. Angenommen, es gibt
ein g € Wa([0,2]), ein h € Wx([0,1]) und einen Ao 1j-sublinearen Operator T, :
L1([0,2]) = L1([0,1]) mit |To|| < 1 und T = My 0T, 0 My. Fiir f := xj01] € L2([0,2])
folgt dann wegen h=' > 1 und |h= Tf|, < llgfll,:

1 2 1 1
1< / WUT ) oy < / g 1f] drpg = / g0 Aoy < ( / Gou dA[o,l])
0 0 0 0

Also ist Hmmﬂ”; > 1. Wegen ||g||§ <1 folgt dann

2 2 1
/1 9\2[12] A2 :/0 7 dAjo,2) —/0 9\2[0,1] dX\o1 < 0.

Also ist gj1,9)(x) = 0 fiir fast alle v € [1,2]. Damit kann nun ein Widerspruch zur
Annahme gezeigt werden: Sind ndmlich fi := xjo,2) und f2 := X[o,1) + 7 X[1,2], S0 gilt
einerseits T f1 = X[o,1] # —X[0,1] = T'f2 und andererseits T'fy = My 0T, o Myf1 =
Mh e} To e} Mgfg = ng

1/2

Das Beispiel verdeutlicht nochmals eindringlich, wie vorsichtig selbst mit
linearisierbaren Operatoren umgegangen werden mufl. Im Beispiel wurde
dabei ausgenutzt, dafl fiir einen sublinearen Operator T im allgemeinen
von T(f1 — f2) = 0 nicht auf T'f; = T'f; geschlossen werden kann. Genau
dieses wird aber im Beweis von ii.) — 4.) fiir € = 0 und p({g, = 0}) > 0
benutzt, um 7, definieren zu konnen.

4.3 Der allgemeine Fall

Im letzten Abschnitt wurde im Fall 0 < p < r < g < 0o gezeigt, daB fiir jeden Operator
T: Ly(u, E) = Ly(v, F) eine vektorwertige Ungleichung in r dquivalent ist zu einer be-
stimmten Art von gewichteter Normungleichung. Im folgenden Abschnitt werden diese
Untersuchungen nun auf den allgemeinen Fall 0 < p, ¢, r < oo ausgedehnt. Mit Hilfe des
Satzes 4.3 kann hierbei iiberraschend schnell ein ,allgemeines Prinzip* der Aquivalenz
zwischen bestimmten gewichteten Normungleichungen und vektorwertigen Ungleichun-
gen bewiesen werden. Im Anschlufl wird ausfiihrlicher auf die Interpretation der aus
diesem Prinzip resultierenden gewichteten Normungleichungen bei unterschiedlichen
Verteilungen der p, ¢ und r eingegangen.

Satz 4.7 Sind 1 < p; := min{p,r} <r < max{q,r} := ¢ < oo sowie
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

—=—-—— — === und — i=-—-— — = ———

Y

aq q q1 Q2 b1 p 51' r (117 52‘ b1 T

so sind fir jeden v-homogenen Operator T : L,(p, E) = L,(v, F) dquiva-
lent:
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i.) Fir alle uy € Wm/r( ) und alle uy € Wa2 (V) existieren zwei
Gewichte wy € Wag, jr(pt) und wy € WgQ/T( v), so daf$ fir alle

f e Ly(p, E) mit ul_l/rf € Ly (p, E) der Operator T die gewich-
tete Norumungleichung

/wmm

erfillt.
ii.) Fir allen € N und fi,..., f, € Ly(p, E) gilt:

T

< [, 2 u@a) @0
Q

T

<§wmmw

<§MM@W

p q

Ist hierbei ein a; = 0o beziehungsweise ein 3; = 0o, so kann das entspre-
chende Gewicht in der Aussage i.) ohne Einschrankung durch die konstan-
te Einsfunktion ersetzt werden.

Um den Satz einfach beweisen zu kénnen, soll zundchst die Ungleichung
(4.6) genauer untersucht werden: Seien dazu uy € W, (1) und uy €

WL, /»(v). Die v-homogene und in 0 stetige Abbildung
M 1y TM 1ye: Ly (1, E)  — Ly, (v, F)
2 1
fomw T f)

erfilllt genau dann fiir bestimmte Gewichte wy € Wa, (1) und wy €
W, r(v) die Ungleichung

/ |27, f(y)
(@]

v(dy) < ﬁuuw1<m (4.7)

fir alle f € Ly, (1, E), wenn T die Ungleichung (4.6) fiir diese Gewichte
w1, ug, wy und wy und fiir alle f € Ly(p, E) mit u; /" f € Ly, (1, E) einhils.
Damit wird nun der Beweis einfach:

Beweis: i.) — 4i.) : Sind zu uy € Wal/r( ) und uy € WQQ/T( v) Gewich-

te wy € We /(1) und wy € Wa,,r(v) gemél Voraussetzung gewéhlt,

so erfiillt M .,TM, 1 die Ungleichung (4.7). Nach Satz 4.3 folgt dann
Uz

mr(Mul/rTMu}/r) < 1. Da dies fiir alle u; € W, () und alle uy €

VVQ2 /T( v) gilt, folgt nach Lemma 3.3 somit die Behauptung. Insbesondere
ist der Zusatz fiir a; = oo bewiesen, da in diesem Fall nur das Gewicht
u; = 1 fiir die Implikation 4i.) — i.) in Lemma 3.3 bendtigt wird.

i1.) — i.): Sind uy € WQI/T( ) und uy € Wa2/T( v), so ist nach Vorausset-
zung und Lemma 3.3 m,.(M ;/TTMui/r) < 1. Nach Satz 4.3 existieren dann
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Gewichte wy € Wa, /r(1) und wy € W, r(v), so dal M 1/, TM .- die Un-
U Uy

gleichung (4.7) fur alle f € L, (u, E) erfiillt. Mit der obigen Erlduterung
folgt dann die Behauptung. Beachtet man ferner die erste Prézisierung
zum Satz 4.3, so ist klar, daf§ im Falle 8; = oo das Gewicht w; = 1
gewahlt werden kann. <«

Wie auch schon im letzten Abschnitt erwéhnt, sichern die Sétze des dritten
Kapitels hiufig die Aussage 7i.) des voherigens Satzes. In dem néchsten
Kapitel wird anhand von einigen Anwendungen dieses Satzes darauf noch
niaher eingegangen.

Seien nun 0 < p,q,r < co und 7" : L,(u, E) — L,(v, F) ein v-homogener,
in 0 stetiger Operator mit m,(7") < 1. Nach Satz 4.7 erfiillt 7" dann auch
gewichtete Normungleichungen der Form (4.6). Der Zusatz garantiert hier-
bei, dafl fiir jede beliebige Verteilung der p,q und r zumindest zwei der
auftretenden Gewichte fortgelassen werden konnen. Die Tabelle 4.3 gibt
eine Ubersicht iiber die verschiedenen Maglichkeiten.

p1= | q1 =
T <D,q r q
r=p<qg|p=T q

q

<
¥)

p<r<gq
p<r=gq

p,g<r
p>r>q
r=p=gq|r

IRIRBIS
=

= <{| | === <T
>—t>—~>~>~I_I_ILI_ILI_I§
== W) W W e

Ui
1
1
1
q| 1
v
v
1

I
i)
<
I
<

Tabelle 4.1: Ubersicht iiber gewichtete Normungleichungen im Satz 4.7

In der ersten Spalte stehen dabei mogliche Verteilungen von p,q und
r. Die zweite und dritte Spalte geben die zu der Verteilung gehorenden
Definitionen von p; und ¢; aus Satz 4.7 wieder. Die folgenden vier
Spalten zeigen dann auf, welche Gewichte in welcher Form und mit
welchem Quantor bei den verschiedenen Verteilungen der p,q und r
in der Aussage i.) des Satz 4.7 gemifl des Zusatzes verwendet werden
konnen. Eine 1 steht dabei fiir das Ersetzen des zugehorigen Gewichtes
durch die konstante Einsfunktion. Die Quantoren V und 3 stimmen mit
den entsprechenden Quantoren der Aussage i.) iiberein. Betrachtet man
beispielsweise die oberste Verteilung 0 < r < p,q < o0, so besagt die
Tabelle, daf§ fiir einen Operator T : L,(u, E) — L,(v, F) die Aussage
m,(T) < 1 dquivalent ist zu:

Fiir alle uy € W, ,,(v) ezistiert ein Gewichte wi € We, (1), so daf§ fiir

as/r



66 KAPITEL 4. GEWICHTETE NORMUNGLEICHUNGEN

alle f € Ly(p, E) gilt:

J1z s vidy) < [ 1@l ad). @)

Wie schon nach Satz 4.3 erwédhnt, dndern die Gewichte das a-priori an-
genommene Abbildungsverhalten und die ,,Stetigkeit“ des Operators T
Generell ,,verbessern® dabei die Gewichte w; diese, wahrend die Gewichte
u; diese ,verschlechtern®. Im obigen Fall 0 < r < p,q < oo entspricht
beispielsweise die Ungleichung (4.8) der Faktorisierung;:

T
Ly(p, E) = Ly(v, F)
id id
L.(widp, E) T L, (uadv, F)

Hierbei werden wieder mit i¢d die aufgrund der Hélderungleichung steti-
gen Einbettungen f +— f und mit ,7* die Abbildung 7" auf dem Teilraum
L,(p, E) C L(w1dp, E) bezeichnet. Wird also die Stetigkeit des Operators
T im Bildraum durch eine mit us verkleinerte Norm abgeschétzt, so findet
sich auch ein wq, mit dem gleichzeitig die Norm im Definitionsbereich ver-
kleinert werden kann. Man beachte dabei, dafl die gewichteten Normen im
allgemeinen nicht dquivalent zu den urspriinglichen sind. Die gewichtete
Stetigkeit ist daher qualitativ anders als die a-priori angenommene. Die
iibrigen Félle kénnen analog interpretiert werden. Bei einem Blick in die
Tabelle fallt dabei auf, daf§ nur im Fall 0 < p <r < ¢ < oo des Satzes 4.3
auf eine ,, Verschlechterung“ der Normen im Bild- oder Definitionsbereich
verzichtet werden kann. Bedauerlicherweise kann jedoch gerade in diesem
Fall nur fiir » = 2 eine fiir alle Operatoren giiltige endliche Abschéatzung
von m,(.) bewiesenen werden. Fiir r # 2 mufl dagegen jeder einzelne Ope-
rator 1" auf m,(7") < oo hin untersucht werden (vgl. dazu [5], 5., S.15).
Wie im zweiten Kapitel liegt auch im Satz 4.7 die Schwierigkeit in der
Bestimmung der Gewichte w;, da deren Existenz letztenendes durch das
Auswahlaxiom gesichert ist. Im néchsten Kapitel werden deswegen die aus
dem zweiten Kapitel bekannten Techniken benutzt, um dieses Problem fiir
gewisse Operatoren zu losen.

4.4 Bemerkungen und Awusblicke

Von dem Lemma von Ky Fan gibt es viele unterschiedliche Variationen.
Die im ersten Abschnitt vorgestellte Version entspricht im wesentlichen der



4.4. BEMERKUNGEN UND AUSBLICKE 67

aus ([22], E 4.2.). Eine andere Variante wird beispielsweise in der Theorie
der g-dominierten Operatoren genutzt (vgl. [6], 9.7 und 9.10).

Das Korollar 4.5 wurde erstmals von Maurey 1974 in ([21], Théoréme 8)
in dieser Form veroffentlicht. Wichtige Vorarbeit leistete jedoch Rosenthal
1973 in ([24], Satz 8), wie Maurey in ([21], S.12) schreibt. Eine skalarwer-
tige Version des Satzes 4.3 war ebenfalls schon in der ,,Umgebung von
Maurey“ bekannt (vgl. dazu [4], Ubung 18.15.). Der in diesem Kapitel
vorgestellte Beweis des Satzes 4.3 basiert im wesentlichen auf den schon
von Maurey verwendeten Techniken.

Nach Kwapien faktorisiert jeder lineare und stetige Operator, der einen
Raum vom Typ 2 in einen Raum vom Kotyp 2 abbildet, durch einen Hil-
bertraum (vgl. dazu [6], 12.19). Zusammen mit dem Satz 3.7 ergibt nun
der Satz 4.3 beispielsweise im Fall F = ' = K ein sehr viel deutlicheres
Bild einer solchen Faktorisierung.

Die Idee fur Satz 4.7 ist aus ([9], VL.5.2.) entnommen. Da der dortige
Beweis den Faktorisierungssatz von Maurey beziehungsweise eine ,,duale
Version“, wie sie nach Korollar 4.5 angedeutet ist, verwendet, ist der Fall
0 <p<r <q < o jedoch ausgeschlossen. Zusétzlich zu den im fiinf-
ten Kapitel noch zu behandelden Anwendungen des Satzes 4.7 finden sich
dort auch noch weitere Verwendungen in den Abschnitten VI.6., VI.7. und
VIL.8..

Neben den in diesem Kapitel untersuchten gewichteten Normungleichun-
gen gibt es weitere, ausfiihrlich erforschte Fille gewichteter Stetigkeiten.
Am bedeutensten ist wohl die A,-Theorie, in der fiir bestimmte, konkrete
Operatoren, wie dem Standard-Maximal-Operator, die Gewichte, beziiglich
derer diese Operatoren eine gewichtete Normungleichung erfiillen, unter-
sucht werden. Ausfiihrliche Beschreibungen dieser Theorie finden sich bei-
spielsweise in ([29], Kapitel V), ([31], Kapitel IX) und ([9], Kapitel IV).
Abgesehen von den Faktorisierungssitzen, die in dieser Arbeit vorgestellt
wurden, gibt es noch eine Reihe dhnlicher Sétze. So hat beispielsweise
Maurey eine mit den Sétzen 2.2 und 4.3 vergleichbare Charakterisierung
derjenigen Operatoren T', die einer Faktorisierung der Form

geniigen, bewiesen. (vgl. [21], Corollaire 15 und [9], VI.3.3.) Weiter wurde
ein Faktorisierungssatz von Pisier in [23] untersucht, der in gewisser Weise
eine ,Mischung® der Sétze 2.2 und 4.5 darstellt.
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Kapitel 5

Anwendungen

Die Sédtze 4.3 und 4.7 ergeben zusammen mit den im dritten Kapitel gesammelten
Erkenntnissen iiber vektorwertige Ungleichungen eine Vielzahl von Moglichkeiten fiir
p,q,7, E und F, in denen jeder Operator T : L,(u, E) — L,(v, F) eine Faktorisierung
der Form 4.2 zulafit beziehungsweise eine Ungleichung der Form 4.6 erfiillt. Dieser
»2Automatismus“ wird in diesem Kapitel fiir eine Reihe von Anwendungen augenutzt
werden.

Im ersten Abschnitt wird ein bekannter Satz von Bennett, Maurey und Nahoum iiber
die Darstellung einer unbedingt summierbaren Folge in L1([0,1]) durch ein Ortho-
normalsystem in Ly([0, 2]) vorgestellt und mit Hilfe des Satzes 4.3 neu bewiesen und
verallgemeinert. Im Vordergrund steht danach die fast-iiberall punktweise Konvergenz
von Reihen ) (an fr) fir g—schwach summierbare Folgen (f,) aus einem L,—Raum.
Wendet man den Satz 4.7 an, um aus einer vektorwertigen Ungleichung eines Operators
auf eine gewichtetete Normungleichung der Form 4.6 zu schlielen, so bleibt im allge-
meinen die Gestalt zumindest eines der Gewichte verborgen. Im zweiten Abschnitt wird
daher das aus dem zweiten Kapitel bekannte Konzept der auf einem Mafiraum operie-
renden Gruppe wieder aufgegriffen und vertieft. Es ergeben sich ,, Faltungstechniken*
fiir gewichtete Normungleichungen, die es erlauben, die Gewichte zu verdndern. Diese
Faltungstechniken werden dann im dritten Abschnitt dazu benutzt, eine gewichtete
Normungleichung fiir die Fouriertransformation zu beweisen. Als Vorbereitung werden
dazu rotations- und dilatationsinvariante Operatoren untersucht.

Schliellich werden im vierten Abschnitt translationsinvariante Operatoren hinsichtlich
ihrer Fortsetzbarkeit untersucht. Neben bekannten Sétzen im skalarwertigen Fall erge-
ben sich dabei ebenso einfach interessante Fortsetzungseigenschaften fiir Operatoren
zwischen sogenannten , mixed-spaces”.

5.1 Ein Satz von Bennett-Maurey-Nahoum

In diesem Abschnitt werden Bedingungen an (a,) C K und (f,) C L,(p) untersucht,
die garantieren, dafl die Reihe > (a,, f(2)) fir u-fast alle x € Q konvergiert. Unter einer
bestimmten Summationsbedingung an (a,,) konvergiert die Reihe fiir Orthonormalsy-
steme (fr) € Lao(u) fast iiberall punktweise nach einem Satz von Menchoff-Rademacher.
Es wird sich nun herausstellen, dafi dieser Satz mit Hilfe der in den letzten beiden Kapi-
teln gewonnenen Erkenntnisse auf g-schwach-summierbare und unbedingt summierbare
Folgen (f,) C Ly(p) tbertragbar ist.

69
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Es werden zunéchst grundlegende Eigenschaften p-schwach-summierbarer
Folgen vorgestellt. Sind dazu E ein beliebiger Banachraum und 1 < p <
00, so bezeichnet

CI(E) = { (v,) CE | Z (2!, x,)|P < oo fiir alle 2/ € E' }
n=1

die Menge aller p-schwach-summierbaren Folgen in E. Fiir (z,) € £;(E)
ist der Operator

T:FE — l,
g = (@, 2n))nen

definiert, linear und graphenabgeschlossen. Da er somit stetig ist, gilt

wy((w)) = |7 = sup (Y (&', 20)[")'P < 00 .

IE’GBE/ n=1

Man zeigen, daf (¢ (E),w,) ein Banachraum ist. Bezeichnet weiter
6(E) = (zn) € G)(E) | wp((zn)5Z,,) — 0 fiir m — o0 }

so ist £;°(E) ein abgeschlossener Teilraum von £(E). Es kann gezeigt
werden, daf eine Folge (x,) C F genau dann unbedingt summierbar ist,
wenn (x,) € £"°(E) ist (siehe hierzu auch [4], 8.1. und 8.3.). Einer Folge
(zn) € £17°(E) beziehungsweise (z,,) € (;/(F) kann ein Operator £y — F
zugeordnet werden, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 5.1 Sei E ein beliebiger Banachraum, 1 < p < oo und (z,) C E
im Fall p =1 unbedingt summierbar und ansonsten p—schwach summier-
bar, so ist der Operator

T t, - E
(an) +— Zanxn
i=1
definiert, linear und stetig. Ferner gilt T'(E') C £,,.

Beweis: Sind zunéchst p = 1 und € > 0, so gibt es ein n, € N derart,
daB wy((x;)2,,) < € fir alle n > n, ist. Fir jede Folge (a;) € {5 und alle
n >m > n, gilt daher:

n

= Sup |<$/,Zai$i>|

n
Z Qi T;
=m

B Z"EBE/ i=m
n
< sup Yo (2!,
:E'EBE/ i=m
< @)l wi ()i, (5.1)

< (@)l -
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Also ist die Folge der Partialsummen eine Cauchyfolge und damit in E
konvergent. Der Operator T ist demnach definiert. Die Linearitdat von T'
ist klar. Eine zu (5.1) analoge Rechnung ergibt zudem

1T ((an))]| =

< (@il wi((z:))

womit T auch stetig ist. Wie schon bemerkt, ist ferner der Operator

S:E — 61
' = ({2, 20))nen

definiert und stetig, und da fiir alle a = (a,) € ¢ und alle 2’ € E’ gilt:

o0

(Sa',a) = Z(x',xn an, x',Zana:n (', Ta) ,
1=1

=1

ist S der zu T" duale Operator. Damit folgt die Behauptung 7"(E") C ¢;.
Seien nun 1 < p < o0, (a;) € £y und € > 0. Dann gibt es ein n, € N, so
daB (327 |aP)V/P" < e fiir alle n > m > n, ist. Damit gilt:

n

T = sup |(x',Zaix,~>|
z'€Bg i=m
< sup Z!az| (!, x;)|
z'€Bgyr i=m
< sup Z‘a|p l/p Z‘Q:x |p1/p
x'e€Bgr i=m

< e wp((w)) -

Damit ist der Operator definiert. Eine zum ersten Fall analoge Argumen-
tation ergibt zudem die Stetigkeit. Schlielich ist T"(E’) C ¢, trivial.«

Fiir das Hauptergebnis dieses Abschnittes wird ferner der folgende Satz
aus der Operatortheorie benotigt.

Satz 5.2 (Erweiterungssatz) Sind H, und Hy Hilbertriume, so exi-
stiert zu jedem linearen und stetigen Operator T : Hy — Hy mit |T|| <1
ein Hilbertraum Hs und eine metrische Injektion I : Hy — Hy @9 H3, so
dafs mit der Orthogonalprojektion P : Hy Go H3 — Ho &9 Hs auf Ho gilt:

T=Pol

Ist Hy separabel und v ein Mafl mit dim Ly(v) = 0o, so kann Hz = Lo(v)
gewdhlt werden.
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Beweis: Die Abbildung

d)IHlXHl — K

ist sesquilinear und wegen ||T'|| < 1 positiv. Setzt man nun
N:={zxe€H | ¢(x,z)=0},

so ist IV wegen der Stetigkeit von T" abgeschlossen. Da fiir z,y € N zudem
mit der Parallelogrammgleichung folgt:
0 < o(x+y,x+y)
= |lz +ylly, — T+ Ty,
= 2|l + 2yl — e —ylg, — 20Tl = 20Tyl + 1Tz — Ty,
= —¢lz—yr-y) <0,

ist N auch ein Unterraum. Daher gilt fiir x,y € N auch

Re 6(r,) = 1 (6 +,2+y) ~ 6z .2 —9)) =0

Wegen Im ¢(x,y) = —Re ig(x,y) = —Re ¢(iz,y) = 0 ist also ¢(x,y) =0
fir alle z,y € N. Sind nun x € N, y € H; \ N, so ist ¢(y,y) > 0. Fiir

A= —% folgt dann

oz, y))?

0< ¢z + Ay, + Ay) = Ad(x,y) + Az, y) + [Mo(y,y) = ?(y.y)

das heifit ¢(x,y) = 0. Damit ist die Abbildung

Y:H /N x HH/N — K
(z+N,y+N) = o,y
definiert. Weiterhin ist 1) ebenfalls sesquilinear, positiv und nach der De-
finition von N auch definit. Also ist (H;/N,v) ein Prahilbertraum. Ist

nun Hj eine Vervollstindigung von (H;/N, ), so ist H3 ein Hilbertraum.
Definiert man dann

I-H - HQ@QH:;
x +— (Tz,z+ N),

so ist [ linear. Da fiir x € H; zudem
2 2 2
2\ 10,1, = 1T |5, + |2 + N, = d(@+ N, 2+ N)+(Tx, Tz) = [|lzf| 4,

gilt, ist I eine metrische Injektion. Wegen Pol(x) = P((Tz,2+N)) =Tx
fiir x € H; ist damit die Behauptung bewiesen. Sei nun H; separabel und
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v ein Mafl mit dim Ly(v) = oo. Wegen ¢(x + N,z + N) < (z,2)p, ist
dann auch (H; /N, 1) separabel. Jede Vervollstandigung von (H; /N, ) ist
somit ebenfalls separabel und kann daher isometrisch in Lo(v) eingebettet
werden. Aufgrund der Definition der Abbildung / kann daher auch Hs =
Lo(v) gewéhlt werden. <

Ist (z,,) ein Orthonormalsystem in Hy, so kann die Folge (T'z,,) in Hy also
zu einem Orthonormalsystem in Hy @9 Hz ,erweitert” werden.

Es sei auch bemerkt, dafl es endliche MaBe p gibt, fir die Lo(u) nicht
separabel ist (siehe dazu [8], 15.11.(d)).

Als Vorbereitung fiir die angekiindigten Sétze dieses Kapitels wird nun
noch eine einfache Darstellung von Lo(p) @2 Lo(v) vorgestellt: Sind A, B
Mengen, so wird im folgenden mit A @ B := ({0} x A) U ({1} x B) ihre
disjunkte Vereinigung bezeichnet. Jede Teilmenge C' C A & B kann dann
in Cy & Cg = C mit eindeutigen Cy C A, Cp C B zerlegt werden. Sind
nun (2, A, u), (O, B,v) Mairaume, so ist durch

AdB . ={A&dBCQd0O|Ac A, BeB}
eine o-Algebra auf 2 @ O erkléart. Durch
p®v (A® B) := u(A) + v(B)

ist ferner auf (2 @ O, A ® B) ein Maf definiert. Wie man leicht sieht, gilt
dann weiter

Lo(p) ©2 Lo(v) = La(p @ v) .
Die Einschrankung f +— fjo von Funktionen f € Ly(u® v) entspricht
dann der Orthogonalprojektion von Lo(u @ v) auf Lo(p).

Damit kann nun leicht das erste Hauptresultat dieses Abschnittes bewiesen
werden, welches im Fall ¢ = 1 und = A1) auf Bennett, Maurey und
Nahoum zuriickgeht:

Satz 5.3 Seien 1 < p,q <2 und v ein Mafi mit dim Ly(v) = oo sowie

1 1 1 1 1 1

—i=——= und —=:i=-—=.

a g 2 gp 2
Ist dann (f,) C L,(p) im Falle ¢ = 1 unbedingt summierbar und ansonsten
q—schwach summierbar, so gibt es ein a = (a,) € Lo, €in g € Lg(p) und
ein Orthonormalsystem (gn) C Lo(pu @ v), derart daf8 fir alle n € N gilt:

fn:an g Gn|q -

Beweis: Nach Lemma 5.1 ist der Operator

T:ly — Ly(p)

(xn) = Z T fn
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definiert und stetig. Ferner folgt mo(7") < oo nach Satz 3.7 beziehungswei-
se Satz 3.8. Also gibt es nach Satz 4.3 ein a = (a,) € {,, ein g € Lg(p) und
einen stetigen, linearen Operator T, : f5 — Lo(u), so dafi das Diagramm

T
gq’ g Lp(ﬂ)
M, M,
Uy ~ Lo(p)

kommutiert. Da nun ohne Einschrinkung ||7,|| < 1 angenommen wer-
den kann, existiert nach Satz 5.2 eine Isometrie I : fy — Lo(u) o
Ly(v) = Lo(p @ v), so daf mit der Orthogonalprojektion P : Lo(u & v) —
Lo(pn @ v) auf Ly(p) auch das Diagramm

T,
Uy > Lo(p)

1 P

Ly(p®v)

kommutiert. Bezeichnet dann e,, € ¢5 den n—ten Einheitsvektor und ist
ferner g, := Ie,, so ist also (g,) ein Orthonormalsystem in Ly(y @ v) und
fiir n € N gilt:

fn =Te, = MgPIMCL(en) = MgP(angn) = Qpn g Gnlq - <

Die Zerlegung einer Folge gemifl Satz 5.3 mit Hilfe eines Orthonormalsy-
stems vereinfacht héufig die Untersuchung zugehoriger Reihen. Um dies an
einem Beispiel zu verdeutlichen, wird der folgende Satz bendtigt, dessen
Beweis in ([34], III. H. 22) zu finden ist.

Satz 5.4 (Menchoff, Rademacher) Sind (f,) C Lao(u) ein Orthonor-
malsystem und (a,) C K eine Folge mit >°°° | |a,[?In*(n + 1) < oo, so
konvergiert die Reihe > (ay, fn(w)) fir u-fast alle w € Q.

Damit folgt nun direkt:

Korollar 5.5 Sind 1 < p,q < 2 und (f,) C L,(u) im Falle ¢ = 1 unbe-
dingt summierbar und ansonsten q—schwach summierbar, so konvergiert
fir alle (x,,) € £y und p-fast alle w € Q@ die Reihe

; ln(n:— 1)fn(w) '
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Insbesondere gilt dies im Fall ¢ = 1 fiir x,, = 1.

1 —

Beweis: Sind é = %, % % und A\ das Lebesgue-Mafl auf R,
so gibt es nach Satz 5.3 ein a = (a,) € {,, ein g € Lg(p) und ein Or-
thonormalsystem (g,) in Lo(p @ A) mit f, = an g gnjo. Wahlt man nun

r = (z,) € {y und setzt y, =z, In"'(n+ 1), so gilt

@[

S g ¥ + 1) Z|an| 2af? < Jlall, llo], < oo

n=1

Damit konvergiert die Reihe Y (a, yn gn(s)) nach dem Satz von Menchoff-
Rademacher fiir (u®\)—fast alle ¢ € Q@ R. Insbesondere konvergiert dann
fiir p—fast alle w € Q:

o0

g(w) Z An Yn gn\Q Z Yn Qn g gle Z Ynfn(w)

n=1

womit die Behauptung bewiesen ist. <«

Es sei bemerkt, dafi das Korollar 5.5 auch im Fall 2 < p < oo wahr ist.
Um dies zu zeigen, mufl im Beweis des Satzes 5.3 statt T ein Operator

T M,

by Lp(,u)

Lo(p)

fiir einen stetigen Multiplikationsoperator mit g > 0 gemé&fl des Satzes
4.3 faktorisiert werden. Es ergibt sich dann f, = a, ¢ * Gn|o- Der Beweis
des Korollars 5.5 bleibt schlieBlich wegen g > 0 unberiihrt. Eine analo-
ge Argumentation erméglicht auch den Beweis des Korollars 5.5 im Fall
2 < ¢ < oo. Dabei mu$ fiir (z,,) € ¢y mit x,, # 0 jedoch mit Lemma 1.16
erst ein ,passender” stetiger Multiplikationsoperator M) : £z — £, mit
(2,,) € Im M, gefunden werden, um dann den Operator

M(an) T
ly - Ly Ly(1)

mit Hilfe des Satzes 4.3 zu faktorisieren. Es ergibt sich damit f, =
Ly Gnjq, Wobei a, # 0 ist. Wie im Beweis von Korollar 5.5 kann an-
schlieBend auf die fast-sichere Konvergenz der Reihe geschlossen werden.

5.2 Erweiterung der ,,Faltungstechniken*

In diesem Kapitel werden die Faltungstechniken fiir operationsinvariante Operatoren
des zweiten Kapitels auf gewichtete Normungleichungen iibertragen.
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Wie im zweiten Kapitel sei im folgenden G eine lokalkompakte Gruppe mit
unimodularem Haarmafl ~, die auf einem Mafiraum (2, 1) A—invariant
operiert. Ist dann w € €2, so heifit die Menge

Guw={r-w|zeG}

die Bahn von w. Gibt es zu wy,ws € Q2 ein x € G mit zw; = woy, S0 sei
w1 ~ wy. Wie man leicht nachrechnet, ist ~ eine Aquivalenzrelation auf €,
deren Aquivalenzklassen die Bahnen von © sind. Daher ist © die disjunk-
te Vereinigung der verschiedenen Bahnen. Eine Funktion f : Q — [0, o]
heilt bahnenkonstant, falls f(zw) = f(w) fiir fast alle x € G und w € Q
gilt, das heiflt, wenn f auf den Bahnen fast-sicher konstant ist. Im Fall
G = ON(n) und (2, ) = (R™, A\") - mit der im zweiten Kapitel beschrie-
benen invarianten Operation - werden bahnenkonstante Funktionen auch
rotationssymmetrisch oder radial genannt. Um aus einer gegebenen Funk-
tion f : 2 — [0,00] eine bahnenkonstante Funktion mit ,,dhnlichen® Ei-
genschaften zu konstruieren, wird folgende Definition benétigt:

Definition 5.6 Seien f € L. (1) und g € L."(G), so ist die Faltung von
f mit g fir p-fast alle w € Q definiert durch:

9@ f (W)= / g(2) [z - w) y(dz).

G

Nach dem Satz von Fubini-Tonelli ist g® f : Q — [0, oo] wohldefiniert und
mejsbar.

Die wichtigsten Eigenschaften der Faltung stellt das folgende Lemma zu-
sammen.

Lemma 5.7 Operiert G auf (Q, u) A—invariant, so gilt:

i.) Operiert G invariant und sind 1 < p < oo, f € L;O(u) und g €

>

LIO(G), soistg® f € L;O(u), und es gilt:

lg @ fll, < liglly £,

ii.) Ist f € L. (1), so ist xg¢ ® f bahnenkonstant.

ii.) Ist f € L. (1) bahnenkonstant und, g € Li'(G), so ist auch g ® f
bahnenkonstant und es gilt fir p-fast alle w € €2:

9® f(w) =gl f(w).
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iv.) Operiert G auf sich selbst vermdége der Gruppenoperation, so ent-
spricht ® der ,tblichen® Faltung. In diesem Fall gilt zudem fiir alle
fe L (G) und ~-fast alle x € G:

xa ® f(z) =/l

Beweis: zu i.) : Der Fall p = oo ist einfach, und der Fall p = 1 ist analog
zum Beweis von ([8], 13.5.2.) zu fiihren. Der Fall 1 < p < co kann analog
zum Beweis von ([8], 14.6.1.) mit Hilfe der kontinuierlichen Minkowski-
Ungleichung gezeigt werden. Insgesamt wird dieses Aussage also wie fiir
die ,iibliche® Faltung bewiesen.

zu i) Zuw € Qsei f,(.) = f(.7w) : G = [0,00]. Damit folgt fiir
~v—fast alle z € G und p—fast alle w € Q2

Yo ® flaw) = /G Flyaw) (dy)
= / fulz™ly) (dy)

=/fw

= Xe¢® f(w

zu iii.) : Da f bahnenkonstant ist, gilt fiir u-fast alle w € Q:

g® f(w) = /G 9(2) f (& wy(dr) = f(w) /G gdy.

Insbesondere ist g ® f bahnenkonstant.

zu iv.) : Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition der
Faltung im zweiten Kapitel (vgl. dazu auch [13], 20.10.i.). Da fiir y— fast
alle x € G zudem gilt:

Xe ® f(x /fy:c (dy) = /f ;

ist auch die zweite Behauptung bewiesen. «

Operiert nun also zum Beispiel die kompakte Gruppe G invariant auf
(Q, p), so ist fir jedes f € L;O(,u) die Faltung yg ® f € L;O(,u) und
bahnenkonstant. Ist f bahnenkonstant, so gilt sogar yo ® f = f.

Der néchste Satz zeigt, dafl man in gewichteten Normungleichungen fiir
G-invariante Abbildungen die Gewichte mit Hilfe der Faltung verédndern
kann. Da die Gewichte aus den Sdtzen 4.3 und 4.7 im allgemeinen unbe-
kannt sind, wird dieses Verdndern der Schliissel fiir das weitere Vorgehen
sein.
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Satz 5.8 FEs seien 1 < p,q < oo und G eine lokalkompakte, unimodulare
Gruppe, die auf dem Mafraum (2, ) A—invariant operiert. Ferner gebe
es zu der G-invarianten Abbildung T : L,(p, E) — L,(u, F) fiir ein 1 <
r < oo Gewichte wy,ws € LZO(M), so daf fiir alle f € L,(p, E) gilt:

JITH@I; wa) utd) < [ @I wn(w) ptd)
Q Q
Ist dann g € L. (G), so gilt fiir alle f € Ly(11, E) auch:

/Q ITS@)I g ® w2 (@) pldw) < / @I g®w (w) p(dw) -

Beweis: Sind g € L."(G) und f € Ly(u, E), so gilt:

/ ITF)"g ®ws (@) p(dw)

Q

- / / ITF @) wala'w) gla) 7(da) pu(de)

Q

g(z) Alz™) / [(2 0 T) f (W), waw) p(dw) y(d)

g(x) A(ZE_I)/||(TOTx)f(w)||; wy(w) pldw) y(dx)
Q

IA

— D O O

g(z) Ar™) / Iref @), wn(w) p(dw) 7(de)

4(z) / 17wz w) p(dw) 4(dx)

G

- / @I g@uw (@) uldo) .

Ziel wird es also sein, Funktionen g € L.’ (G) zu finden, fiir die g ® wy
und g ® wy ,schone® Eigenschaften besitzen. Wie die Bemerkung nach
Lemma 5.7 gezeigt hat, ist in manchen Féllen zum Beispiel g := x¢ eine
solche Funktion. Weitere Fille werden in den ndchsten beiden Abschnitten

behandelt.

5.3 Eine Ungleichung fiir die Fouriertransformation

Bekanntlich ist die Fouriertransformation ein stetiger Operator von L;(R™) nach
Loo(R™) und eine metrische Bijektion auf Lo(R™). Durch Interpolation kann zudem
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die als Hausdorff-Young-Ungleichung bekannte Stetigkeit von L,(R™) nach L,/ (R") fur
1 < p < 2 bewiesen werden. Andererseits kann gezeigt werden, dafl die Fouriertransfor-
mation F nur fiir p =2 von L,(R™) nach L,(R") definierbar ist. In diesem Abschnitt
wird nun mit Hilfe der in dieser Arbeit vorgestellten Techniken eine gewichtete Unglei-
chung der Form

/ F@)|" |2 e < o / @) o] de
R R

fiir geeignete Funktionen f und Konstanten a, b bewiesen. Zuvor werden einige Vorbe-
reitungen, wie die Dualisierung gewichteter Normungleichungen, getroffen.

Im folgenden wird mit o, ; die , Kugeloberfliche“ der Einheitskugel
beziiglich der euklidischen Norm |.| im R"™ bezeichnet.

Lemma 5.9 Seien 0 < e <1 < p < oo und }D —l—}% = 1. Dann existieren
ein g € L;O (RT) und ein radiales h € L;O (R™) mit [|h]|, =1, so daff gilt:

i.) Fiir \"—fast alle x € R™ mit |z| € [g,1/e] gilt (1 — e)|z|™P <
g® h(x).

ii.) Fiir alle radialen f € L;O(R”) mit [|[f|l, < 1istg® f € L;O(R”),
und es gilt g ® f(x) < |z|™™" fiir \"—fast alle x € R™.

Beweis: Zunichst gibt es ein k € N mit k > 1/e und (+%)"/? > 1 —¢.

k+Ink
1/p . ..
m (‘(7;‘];)11)/?, . Damit setzt man fiir

Es seien ¢; := ( )P sowie ¢y =

alle r € R™:
h(x) = ciXp-1e+ ker (|2]) ’m\fn/p
sowie fiir alle t € R*:
9(t) = oot (1) £777
Dann ist A radial, und es gilt: (vgl. [8], 17.9.2.)

/ P = / Niotet et (2]) 2] A" (d)
n R’VL

= C? O'nl/ X[k*le*k,kek}(t) tildt
0
= 2¢) 0,1 In(ke®) =1
Fiir fast alle x € R™ mit |x| € [e,1/¢e] C [k, k] gilt weiter:

g®h(xr) = 0102/X[k—le—k,kek](t_1|$|) |t e Xe—*,e4] (1) P N (dt)

R+
k

— ey [ / Notet gty (£ 2]) a8
e k
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k

= 1069 |a:|_”/p/ ttdt

—k

k 1/p .
- <k+1nk> 277

> (1—¢) |7,

womnit die erste Behauptung bewiesen ist. Sind nun f € L;O (R™) radial,
y € R* mit |y| = 1 und f(t) := f(ty) t"/* fiir t € R*, so folgt:

paxs = [ Pl
| |t e-ar

= L 1l A (da)

On—1 JRrn
1
= [f ()" A"(d)
Un_l R
das heiBt, es ist f € L;O(Rﬂ mit o, [|fl; = [IfIl}. Weiter gilt, da f
radial ist, fiir fast alle x € R™:

g® f(z) = . ft aly) g(t) AT (dt)

= fel ™ [ Fal) £ g(0) X" (at)

= e |27 (xper ey f) (J2]) -

Da Y-k ck) € L;O(R*) mit || xe—x o4l = (2k)V7" ist, folgt mit der Hol-
derungleichung fiir A\ —fast alle z € R™:

g® f(z) < e lal ™ |Ixrerplly 1flp < 2|7

Ferner ist (.- or € L;"(R*) und damit Xe—F ek * fe L;O (RT). Wegen
9@ )P (o) = ¢ |

= 6123 Un—l/ ‘X[e—’“,ek] * f(t)|p ttdt
0

= & 0ut Il * FIE < oo

~ p
Xekery # F(lal)]| 2l A" (da)

Rn

folgt dann auch die zweite Behauptung. «

Das néchste Lemma ermdglicht es, bestimmte gewichtete Normungleichun-
gen zu dualisieren.

Lemma 5.10 Sind 1 < ¢ < r < o0, é = é — %, F ein reflexiver Ba-

nachraum und T : L,(p, E) — Ly(v, F') ein stetiger und linearer Operator
mit T(Ly (v, F")) C Ly(u, E'), so sind fiir u € Li;r,(,u) und w € Li;r,(u)
Gquivalent:
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i.) Fir alle f € Ly (v, F') gilt:
[T i) < [ 15 wwwidy).
Q o
ii.) Fir alle f € Ly(p, E) gilt:

/O IT @) () u(dy) < / V@) () ().

Beweis: i.) — ii.) : Setzt man ¢ := w"™ und h := u!", so ist der
Multiplikationsoperator My : Ly (v, F') — L,/(v, F') definiert, linear und
stetig. Nach Voraussetzung ist ferner die Abbildung

(Gm My, [l.ll,,) — Lpy(p, E)
gf — RT'f

definiert und stetig. Nach Korollar 1.13 existiert demnach eine Fortsetzung
S : Lu(w,F') — Lu.(u, E') mit ||S]] < 1. Aufgrund der Konstruktion
gilt zudem SM, = M,T’. Durch Dualisieren ergibt sich dann mit der
Reflexivitdt von F' das folgende Diagramm:

Sl
LT(:““? E) - LT’(M7E/)/ LT’(”? F/)/:LT(VvF)
M (Mp) (M,)" = M,
Ly(pt, E) C Ly (u, E) T Ly(v, F') = Ly(v, F)

Sei nun f € Jm M, C L,(u, F). Nach Lemma 1.14 ist dann h™'f €
L,(u, E). Das Diagramm impliziert somit gS’h= f =T"f =Tf. DaTf €
Jm M, ist, folgt mit Lemma 1.14 dann auch S’h™'f = ¢7'Tf. Wegen
|157|] <1 gilt damit:

/O \T @I~ (w(dy) = |l T

IS"2= 11
1A= FI1

/ V@) () ()
Q

IA I

Da fiir f € Ly(u, E) \ Jm M}, ferner

L1150 @) = o0
Q
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gilt, ist die Behauptung bewiesen.
Die Implikation #i.) — 4.) kann analog bewiesen werden, sie wird jedoch
im folgenden nicht benotigt. «

Das eben bewiesene Lemma ist in vielen Féllen niitzlich, da Gewichte mit
negativen Exponenten héufig schwieriger zu handhaben sind, als solche
mit positiven Exponenten.

Mit dem jetzt vorliegendem Wissen kann fiir einen dilatations- und ro-
tationsinvarianten Operator T : L,(R™, E) — L,(R", F') aus m,(T) < oo
auf eine gewichtete Normungleichung mit Gewichten der Form (x — |z|*)
geschlossen werden, wie der néchste Satz zeigt:

Satz 5.11 Seien 1 < r < g < oo und T : L,(R", E) — L,(R",F)
ein. A—homogener, rotations- und dilatationsinvarianter Operator mit
m,(T) <1 sowie a := n(g —1). Dann gilt fir alle f € L,(R", E):

[ Ts@I fal x(de) < [ @I Jal )

Ist T linear mit T'(Ly(R"™, F")) C Ly(R™ E') und F reflexiv, so gilt die
Aussage auch fir1l < q <r < oo.

Beweis: Seien 0 < € < 1, ohne Einschriankung 1 < r < ¢ < oo und % =
1-— 2. Ferner seien Funktionen h und g geméafl Lemma 5.9 gewahlt. Zu h

gibt es dann nach Satz 4.7 ein w € L;O(]R") ,so daf3 fiir alle f € L, (R"™, E)
gilt:

L 1zs@;, b o) < [ 1@ we) 2de)

Da T rotationsinvariant ist, erfiillt 7" nach Satz 5.8 eine solche Ungleichung
auch mit den Gewichten ysomn) ® h und xsomn) ® w beziehungsweise im
Fall n = 1 mit xonm) ® h und xonmn) ® w. Nach den im Lemma 5.7
aufgefiihrten Eigenschaften der Faltung kann also ohne Einschriankung
angenommen werden, daf§ neben h auch w radial ist. Wendet man nun
den Satz 5.8 erneut an, so ergibt sich wegen der Dilatationsinvarianz von
T fiir alle f € L,(R", E):

(1-¢) / 1T @), |27 A" (da) < /IITf(fE)IITF 9 ® h(z) A"(dz)

e<|z|<1/e

< [1r@; 99 w@) 2@

" 2|7 M da) .
< [ @I lel 7 3

Wegen a = —n/p folgt dann fiir £ — 0 die Behauptung.

Ist nun 1 < ¢ < r < oo und T geméafl des Zusatzes, so sei % =1- ;—:. Zu
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i € N sei ferner 4; := {x € R* | 1/i < |z| < ¢}. Setzt man nun fiir alle

r € R" )
wi(w) = (1 — ;) Xa, (@) x|

so ist w; € L;O(R"). Wendet man den eben bewiesenen Fall auf 7" an, so
ergibt sich fiir alle f € Ly (R™, F'):

JIT @I, i) 3tdn) < [ 1517, 9 wie) 3ds)

wobei (NS L;O (R™) radial ist, und g € L;O (R*) geméf Lemma 5.9 zu

= 1 gewi#ihlt wurde. Nach Lemma 5.9 ist dann auch g ® w € LZO(R").

Durch Dualisieren nach Lemma 5.10 ergibt sich dann wegen a = ;f

/ ITS@I |2 A(dz) < / ITF @) (g @ w)"" () A"(de)
< / V@I, w;™ (@) A (da)
< (1—1/i) / @I k@)l A (de)

fir alle f € L,(R™, E). Bedauerlicherweise ist das letzte Integral jedoch
nur fiir Funktionen f € L,(p, E) mit {f # 0} C A; endlich. Daher muf
beim Grenziibergang ¢ — oo behutsamer argumentiert werden: Sei j € N,
f € Ly(p, E) und f; := xa,f, so ist {f; # 0} C A; fiir alle i > j. Daher
folgt mit ¢ — oo:

JITH@I; Jal 3tdn) < [0 laf* (o)

fir alle j € N. Die Folge f; konvergiert fast iiberall punktweise gegen
f, und es gilt auch || f;[[7 — [|f||7- Damit konvergiert die Folge f; auch
beziiglich [|.||, gegen f (vgl. dazu Satz 15.4. von [1], in dessen Beweis |.|
durch [|.[|  ersetzt werden kann). Wegen der Stetigkeit von 7" konvergiert
dann (T'f;) gegen T'f beziiglich ||.||,. Also existiert eine Teilfolge (7'f;,),
so daB ([|7'f;,(x)] ) fiir fast alle z € R gegen || Tf(x)]|, konvergiert. Mit
dem Lemma von Fatou folgt daher insgesamt:

ST jol ) = [ tanint |76, ) Jaf* X(d)
Rn

R

< timint [T, @ [el" X(d2)
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< timint [ £, @) lef* (o)
—00
Rn

< timint [ @) laf* (o)

womit die Behauptung bewiesen ist. «

Es wird jetzt noch ein Lemma bendttigt, das den ,,Rechenaufwand® fiir
den Beweis der angekiindigten gewichteten Normungleichung der Fourier-
transformation begrenzt.

Lemma 5.12 Ist z* := z/|x|? fiir v € R™, so gilt fiir alle f € Li(R"):

Rnf(l’*) 2|7 A" (dz) = - fx) A*(d) .

Beweis: Ist S,,_1(r) die Sphére im R” mit Radius 7 und Ag, ,(y ihr Ober-
flichenmaf, so gilt:

J syt ) = 7 [ €16 s, tde) ar
. 0 Sn-1(r)
B / o / F(E/7%) A, (d€) dr
Sp—1(
:/ / F€) 77 As, Ly (d€) dr
Sp—1(1/r)
- / / F(&) As,vaym(dE) dr
Sn—1(1/r)
- O/S/ F(&) As, .y (d€) dr

- /f(:c) A'(dz) . -

Wird nun also Irf(z) := f(a*)|z|™ fir f € L,(R") und = € R" gesetzt,
so ist Iy @ Lo(R™) — Lo(R™) eine metrische Injektion. Wie man leicht
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nachrechnen kann, ist ferner I3 f = f fiir alle f € L,(R"). Damit kann
nun gezeigt werden:

Satz 5.13 Sei l < r < oco. Ferner sei

m Fallr <2
,
acl0,r—1][, P= H = L,(R") und
mm Fall r > 2:
r
—2,r—1 e —
aclr=2r—1[, p=_——7,

H={feta®)| [ 1@P o Pds< oo}

FEs ezistiert dann eine Konstante c,, > 0, so daff mit b := a —r + 2 fiir
alle f € H gilt:

| Ff(x)|" \x!’"b de < c¢pq |f(z)]" |z dx . (5.2)
Rn Rn

Man beachte dabei, dafl aufgrund der Definition 0 < b < 1 ist. Besonders
einfach sind die Félle, in denen a minimal gewahlt wird. Fiir » < 2 ist
dann a = 0, H = L,(R") und b = 2 — r, der Ungleichung (5.2) entspricht
also

|7 L (R") — L, (Jz["=2dz)|| < ¢ -

Im Fall » > 2 ist dagegen a = r — 2, p = r und b = 0 Die Ungleichung
(5.2) kann daraufhin als

|F : Ly(|z|*dx) — L, (R™)|| < ¢ -
verstanden werden.

Beweis: Zu f € L1(R™) 4+ Ly(R™) sei T'f := IL,F f. Dann ist der Operator
T : Ly(R™) — Lo(R™) eine Isometrie. Da fiir f € Ly(R")

sup |Ff(2)| = | Ffll. < 2m) " | £ll,

r€R™
ist, folgt fiir alle € > 0:

N{z eR" | [Tf(2)] >e}) = X({zeR" | |Ff(27) |2[7"] > €})
< X'({z e R | @m) 2| flly ] > €})

(2m) 72 X"(Byy) @ .

Also ist T': L1(R") — Lj o (R™) definiert und vom schwachen Typ (1, 1).
Durch Anwenden der Transformationsformel des Lebesguemafles im R”"
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kann auflerdem leicht gezeigt werden, dal T" rotations- und dilatationsin-
variant ist.

Es wird nun zunéchst der Fall » < 2 behandelt. Nach Definition ist dann
1 < p < r < 2 Mit dem Interpolationssatz von Marcinkiewicz (sie-
he dazu [3], Kap. 4, 4.13.) ist T" daher auch ein stetiger Operator von
L,(R™) nach L,(R"™). Wegen der Sitze 3.15 respektive 3.7 gilt zudem
c:=m (T : L,(R") — L,(R™)) < oo. Der Satz 5.11 ergibt dann fiir
alle f € L,(R"):

Tf(@)]" |o["P=D X (dx) < ¢ [ [f(@)] |07 N (d)
R™ Rn

Setzt man nun ¢, , := ¢’, so folgt wegen a = r/p—1 und dem Lemma 5.12
fir alle f € L,(R™):

A IFf@)] o] do = : LG | I Y %

:/Rn

= T f ()] |2[™ da
R”

" ’J:‘n(b+r72) dr

| F () fal™

< Cra |f(@)]" 2™ da .
R"

Im Falle 2 < r < oo ist nach Definition 1 < p’ < r’ < 2. Nach dem
Interpolationssatz von Marcinkiewicz ist dann T ein stetiger Operator
von Ly (R") nach Ly(R"™) mit ¢ := m. (T : Ly(R") — Ly(R")) < oo.
Der Satz 5.11 auf den dualen Operator 7" : L,(R") — L,(R") angewendet
impliziert dann wegen b =1 — : fir alle f € L,(R") die Ungleichung:

[ @I o ) < e [ @ fal X

wobei ¢, 1= ¢ ist. Wegen T'f = F'If fir f € L,(R™) N Ly(R™) und
I2 = idLg(R”) gilt nun fiir alle f € Ly(R"™) mit Irf € L,(R™):

Ff@)]" o™ de = |F' f )] x| d
R™ Rn
< ta [ BI@) 2 do
R
= Cra [ @O J2[ O da
Rn

= Cra |f(@)]" |z["* dx .
Rn
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Da nun fiir f € Ly(R™) mit If € L,(R") nach Lemma 5.12 gilt:

LfPa = | ) d
R[g R[’ %) |z x
= [Jit@r |
4
= [15@P ol do
J

ist die Behauptung auch in diesem Fall bewiesen. <«

|z| 2" da

5.4 Translationsinvariante Operatoren

Im Blickpunkt dieses Abschnitts steht die Fortsetzbarkeit translationsinvarianter Ope-
ratoren iiber kompakten Gruppen und dem R". Zur Untersuchung dienen dabei wieder
neben den Sétzen des dritten und vierten Kapitels die Faltungstechniken des Abschnitts
5.2.

Zur Vereinfachung wird zunéchst die folgende Sprechweise eingefiihrt:

Definition 5.14 Sind 0 < p,qg < o0 und 0 < r < o0, so heifit ein
p-homogener und in 0 stetiger Operator T : L,(u, E) — Ly(p, F) r
erweiterbar, falls L,(u, E)NL,(u, E) unter T nach LT( JF) abgebzldet wzrd
und es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so daf fir alle f € Ly(p, E) N L. (11, E)
qgilt:

ITfl, < cllfll,

Das kleinste solche ¢ wird in diesem Fall mit ||T'||, bezeichnet.

Ist mit den obigen Bezeichnungen T r—erweiterbar, so ist die Abbildung

T: (Ly(1 B) O Ly (1, E), |11,) = Ly (1, F)

demnach definiert, y—homogen und in 0 stetig. IThre Norm betriagt zudem
gerade ||T'||,.. Da Ly(p, E) N L. (p1, E) dicht in L, (p, E) ist, 1a8t sich T" also
in diesem Fall zu einem in 0 stetigen Operator L,.(u, E) — L,(u, F) er-
weitern.

Die Sétze dieses Abschnittes werden nun zeigen, daf§ fiir translationsinva-
riante Operatoren die r—FErweiterbarkeit héufig aus einer Marcinkiewicz-
Zygmund Ungleichung in r folgt.

Satz 5.15 Seien 0 < p,q,r < 0o und G eine kompakte Gruppe mit Haar-
mafl . Ferner seit T : Ly(v,E) — Ly(v, F) ein translationsinvarianter,
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~v-homogener und in 0 stetiger Operator. Ist dann m,.(T) < oo, so ist T
auch r—erweiterbar.

Im Fall p < r < q folgt aus der r— Erweiterbarkeit umgekehrt auch
m,(T) < oo.

Beweis: Ohne Einschrankung kann m,(7) < 1 angenommen werden. Es
sei nun p; := min{p, 7}, ¢; := max{q,r} und % = % — qil, ﬂ% = pil — i

Nach Satz 4.7 gibt es dann zu u; := uy := 1 Gewichte w; € Wg, /»(y) und
wy € Wa,r(77), so daB fiir alle f € Ly, (7, E) = Lg(v, E) N L. (7, E) gilt:

/G ITf @) w5 (@) (dz) < /G 1 @) 0 (z) (der)

Aus 81 /r > 1 folgt nun wy € Li(7). Setzt man Wy := wa+1, so ist einerseits
Wy ' € Loo(v) C Li(7y), und andererseits folgt fiir alle f € Ly, (7, E):

/ ITf @) @5 (@) ~(dz) < / @)1 wn () A(de).
G G

Durch Anwendung des Satzes 5.8 auf den Operator T : L, (v, E) —
L,(v, F) folgt daher fiir alle f € Ly, (v, E):

oz, / 177 @) A(dr) = / ITF@)I. xo * ™ ) 1(de)
< /G @I xe * wi(x) 2(da)
" /G @7 (de)

Sei nun umgekehrt T" r-erweiterbar und p < r < ¢, so folgt sofort:

m, (T : Ly(v, E) = Ly(7, F)) <m(T: L(v, E) = L.(7, F)) = HTHr - <

Sind die Rédume E, F' selber wieder L,-Réume, so ergeben sich aus 3.7,
3.15 und 3.16 sofort Verteilungen, bei denen jeder translationsinvariante
Operator r—erweiterbar ist:

Korollar 5.16 FEin linearer, stetiger und translationsinvarianter Opera-
tor T @ Ly(7y, Ly, (1)) — Ly(7y, Ly, (v)) lafst sich in den folgenden Fillen
r—erweitern:

i.)r=2 falls 1 <p; <2< g <o und1l<p,q<oo;

i) r<2 falls 0 <g<r<q <ooundl<p,p < oo,

iii.) r>2 falls 1 <py <r<p<ooundl<q,q< oc.
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Fir EinpunktmafBle 1 und v, das heifit fiir Operatoren L,(vy) — Ly,(7),
eriibrigen sich die Bedingungen an p; und ¢;. So ist beispielsweise jeder
translationsinvariante Operator L,(y) — L,(v) 2-erweiterbar. Mit Hilfe
von 2.9 und 2.15 koénnen jedoch noch schirfere Resultate erzielt werden:

Korollar 5.17 Sind 1 < ¢ < co und T : Ly(G) — Lo(G) linear, stetig
und translationsinvariant, so ist T in den folgenden Fillen r—erweiterbar:

i.) r=2;
i) 1<qg<r<2;

iti.) T positiv und 1 < r < co.

Beweis: Nach 2.9 und 2.15 ist T" in den ersten beiden Fallen zunéchst vom
schwachen Typ (gq,p) fir p := min{2,q}. Da fir e > O mit p —e¢ > 1
zudem id : L, o(G) — L,—.(G) stetig ist, folgt dann die Behauptung aus
Korollar 5.16.

Im dritten Fall ist 7" nach 2.6 und 2.15 vom schwachen Typ (¢, q). Wie
ebenist also T : L,(G) = L,—.(G) definiert und stetig. Da nach 3.6 zudem
m, (T : L,(G) = L,—.(G)) < oo ist, folgt mit 5.15 die Behauptung. «

Zafran hat in [35] gezeigt, daB fiir 1 < p < 2 translationsinvariante Ope-
ratoren vom schwachen Typ (p,p) im allgemeinen nicht vom starken Typ
(p,p) sind. Nach Korollar 5.17 sind diese jedoch zumindest vom starken
Typ (r,r) fir 1 < p < r < 2. Zugleich zeigt das Korollar, da8 positive
Operatoren vom schwachen Typ (p, p) immer auch vom starken Typ (p, p)
sind.

Im folgenden sei G = R™ oder G = Z. Mit ~ sei ferner das Lebesgue-
Mafl bzw. das Zahlmal bezeichnet. In beiden Féllen wird sich zei-
gen, dafl es keine nichttrivialen, translationsinvarianten Operatoren T €
L(L,(G), L,(G)) fur 0 < p < g < oo gibt.

Lemma 5.18 Seien 1 < p < oo und f € L,(G), so gilt:

dim (1S + 7 fl, =2 111,

Beweis: Sei ¢ > 0, so existiert ein g € Cp(R") , beziehungsweise ein
9= Y,y mit |[f —g||, < e In beiden Fillen existiert dann ein
x, € R" respektive x, € Z, so dal supp g Nsupp 7,9 = 0 fiir alle |x| > |z,
ist. Es folgt daher fiir |z| > |z,]|:

lg + 7egll, = (/G l9(y) + g(z + )| ’V(dl/)) "
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= ([ 1ot + late -+ v(dm)w

1/p
= (2llz) " =2gll,

Insgesamt gilt somit fiir x| > |z,|:

1 + 7 fll, = 22011,

15 + 7 fll, = llg + gl + 27llgll, = 2|11,

< If = gll, + lIm(f = )l + 271 f = gll,
< (2+2YP) ¢,

womit die Behauptung bewiesen ist. <«

Damit kann nun der schon angekiindigte Satz, der auf Hormander zuriick-
geht, bewiesen werden:

Satz 5.19 Sind 0 < p < ¢ < oo und T : L,(G) — L,(G) stetig, linear
und translationsinvariant, so ist T = 0.

Beweis: Nach Voraussetzung ist 21/97Y/P < 1. Ist jetzt f € L,(G), so gilt
ITf+nTfl, < |TIIf+7fll, Fir [z] — oo ergibt das Lemma 5.18

daher ||T'f]|, < 2l/a=1/p ||| | f1l,- Daraus folgt aber schon ||T'[| = 0. «

Fiir die weiteren Betrachtungen wird zunéchst ein zu 5.9 analoges Lemma
bewiesen. Ist a € R=Y| so bezeichne dazu im folgenden [—a, a] die Kugel
um 0 mit Radius a beziiglich der Maximumsnorm im R". Es ist dann
X'([-a,a]) = (2a)".

Lemma 5.20 Sind 0 < e <1 < p < oo und 117 + i =1, dann existieren
ein g € L;,O(]R{”) N L’ (R") und ein h € L;O(R") mit ||gl,, = 2], =1, so
daf fir alle x € R® mit x € [—1/e,1/¢e] gilt:

g*h(x) >1—e.

Beweis: Zunichst gibt es ein £ € N mit Ink > 1/¢ und (k+'fnk)”/p >1—e.

Man setzt nun ¢; := (4)™? und ¢, := (—2(k = k)>n/p. Ferner seien fiir alle
r € R™
g(r) = X[—k,k] ()
sowle
h(x) := ¢ X[fkflnk,k+lnk]($) .
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Es gilt dann:

H9H£1=:cf‘z; X[_ka] A" = (2k)"(2k)" = 1

und

1 " n
p __ n __ _
141 = | st 08 = (5 ) (20 +10)" =1

Da ferner fiir z € [-1/e,1/¢] C [~ Ink,In k] gilt:

gxh(xr) = ClcQ/X[—k—lnch—an] (z—y) X[—k,kz](y) ' (dy)

R?’L

= 16y / X[—k—Ink,k+1n k] (T — y) A" (dy)
[_kvk]

= e / 1 A\*(dy)
[_kvk]

oty 1 n/p .
= (20 /(mk+mm) (2%)

k n/p
= 1 —
(k+4nk) ST

ist die Behauptung bewiesen. «

Damit kann nun die r-Erweiterbarkeit von translationsinvarianten Opera-
toren iiber dem R™ untersucht werden:

Satz 5.21 Seien 1 <r <qg<oo und T : L,(R", E) — L, (R", F) ein \"-
homogener, in 0 stetiger und translationsinvarianter Operator. Gilt dann
m.(T) <1, so ist T r—erweiterbar und es gilt | T'||, < 1.

Ist T linear und T'(Ly(R"™, F')) C Ly(R"™, E") und F reflexiv, so gilt die
Implikation auch im Fall 1 < ¢ < r < oo.

Beweis: Seien 0 < £ < 1, Il) =1- g, sowie h und ¢g geméafl Lemma 5.20

gewdhlt. Zu h gibt es dann nach Satz 4.7 ein w € W,(R"), so daB fiir alle
f e LR E) gilt:

[T @, b)) < [ @ i) 2ds)

Nun ist zunéchst g x w (z) < g, - [lw]l, < 1 fiir fast alle 2 € R™. Da
ferner T' translationsinvariant ist, folgt mit Satz 5.8 und Lemma 5.20 fiir
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alle f € L,(R", E):

(1-e) / ITf @) A"(dz) < / 1777 g hix) X"(dr)
[~1/e,1/¢] R7

< [I7@I; 9 ula) X(da)
< [Ir@l; ).

Fiir e — 0 folgt dann die Behauptung.
Der Beweis des Falles 1 < ¢ < r < oo kann ebenfalls vollig analog zum
Beweis vom Satz 5.11 gefiihrt werden. «

Der Satz 5.21 hat eine interessante Konsequenz fiir singulédre Integralope-
ratoren: Dazu sei zunéchst bemerkt, da8 L,(R"*™) = L, (R", L,(R™)) fur
1 < g <ooist. Ist nun T : L, (R"*™) — L,(R""™) ein singulérer Inte-
graloperator, so gilt m, (7" : L,(R™, L,(R™)) — L,(R™, L,(R™))) < oo fiir
1 < r < oo (siehe dazu [11]). Damit ist 7" also r-erweiterbar, das heifit T
kann als ein stetiger Operator

T : L.(R*, L(R™)) = L.(R*, L,(R™))

aufgefafit werden. Dieses Resultat wurde 1962 von Benedek, Calderén und
Panzone in [2] bewiesen. Einen anderen Beweis findet man in ([11]).

Wie fiir kompakte Gruppen kénnen mit den Sétzen 3.7, 3.15 und 3.16 ein-
fache Fille aufgelistet werden, in denen jeder translationsinvariante Ope-
rator erweiterbar ist.

Korollar 5.22 Fin linearer, stetiger und translationsinvarianter Opera-
tor T : Ly(R™, Ly, (1)) = Lg(R™, Ly, (v)) lGft sich in den folgenden Fillen
r-erweitern:

i.)r=2falls1l <p <2< <o0undl<qg< oo
i) r<2, fallsl <g<r<q <ooundl<p <oo

i) r>2, falls 1 <py <r<qg<ooundl <q < oo

Zudem ergibt sich fiir translationsinvariante Operatoren L,(R") — L,(R")
leicht die r-Erweiterbarkeit in den Féllen 1 <g<r<2und2<r<g¢q<
oo sowie fiir positive Operatoren. Diese Ergebnisse kénnen jedoch auch
mit anderen, einfacheren Methoden fiir beliebige lokalkompakte Gruppen
bewiesen werden (vgl. dazu [17], Satz 4.1.3., die Korollare 4.1.3. und 4.1.4.,
sowie fiir positive Operatoren den Satz 3.6.1.).
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5.5 Bemerkungen und Ausblicke

Der Satz 5.3 wurde unabhéngig von Maurey und Nahoum 1973 und
Bennett 1976 fiir ¢ = 1 bewiesen. Die Darstellung des Beweises ist an [6],
12.32. angelehnt. Der hier vorgestellte Beweis ist jedoch einfacher, da die
Faktorisierung durch ¢, und Lo (x) nicht mit Hilfe der Faktorisierungssétze
von Pietsch und Maurey erzielt wird, wie dies in [6] geschieht. Durch den
Satz von Nikishin aus dem zweiten Kapitel kann der Satz 5.3 fiir endliche
MafBe p auf unbedingt summierbare Folgen in L,(u) ausgedehnt werden.
Dieses findet sich in ([34], III.LH.17.). Fir eine genauere geschichtliche
Beschreibung sei ebenfalls auf ([34], S. 282) verwiesen.

Die Ideen fiir die Faltungstechniken sind aus den Beweisen 2.14 und 5.11
in ([9], VI.2.8., bezichungweise VI.7.1.) entstanden. Sie dienen vor allem
einem systematischen Zugang und verhindern zudem iiberméafig viele
Berechnungen in den letzten beiden Abschnitten.

Eine Variante des Satzes 5.13 fiir die Fouriertransformation auf T wurde
von Pitt 1937 bewiesen. Eine allgemeinere Form seiner Ergebnisse findet
sich in ([30], 4.1.). Der Zugang zum Beweis des Satzes ist ([9], VI.7.4.)
entnommen. Dort werden auch noch weitere Anwendungen des Satzes
5.11 beschrieben.

Eine ausfithrliche Ubersicht iiber die Erweiterbarkeit und Darstellung
translationsinvarianter Operatoren im skalarwertigen Fall findet sich in
den Kapiteln 3, 4 und 5 von [17].
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